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SUR LES AUTOMATES CIRCULAIRES
ET LA CONJECTURE DE CERNY (*)

par L. Dusuc Q)

Communiqué par C. CHOFFRUT

Résumé. — Un mot synchronisant améne tous les états d’un automate fini & un unique état. C'ern)?
a conjecturé que la longueur minimale des mots synchronisants d’un automate a m, états est au
plus (n — 1)2. Dans cet article, nous généralisons notre précédent résultat (la confirmation de la
conjecture pour les automates circulaires biaisés) aux automates circulaires. © Elsevier, Paris

Abstract. — A reset word takes all states of a finite automaton to a single state. Cerny conjectured
that every n-state automaton admitting a reset word admits a short reset word, i.e. one of length at
most (n — 1)2. In this paper, we generalize our earliest result (the proof of the conjecture about
biaised circular automata) to all circular automata. © Elsevier, Paris

1. INTRODUCTION

La conjecture de Cerny traite de la longueur des mots synchronisants,
susceptibles de ramener, aussi vite que possible, un automate déterministe
complet fini a un méme état, quel que soit I’état o il se trouve. Si un
tel mot existe I’automate est dit synchronisant et il s’agit alors de borner
le temps de synchronisation, c’est-a-dire la longueur d’un plus court mot
synchronisant, en fonction de la taille n de 1’automate. Cet article présente
les progres réalisés dans 1’étude de la conjecture sur les automates circulaires
(ot I'une des lettres agit comme une permutation circulaire). 11 se situe dans
le prolongement de notre article antérieur, en généralisant les résultats de
[Dub96]. 11 hérite de plus de la méthode employée, méthode d’augmentation
réciproque [Dub96], [Sav], [Pin78b]. Afin d’exploiter 1’efficacité de 1’algebre
linéaire, on étudie le probleme a partir d’une structure linéaire, technique
déja abordée par d’autres auteurs ([Pin78e], [Sav]), bien adaptée a cette

(*) Regu juin 1997, accepté mars 1998.
(') Laboratoire d’Informatique de Rouen, Faculté des Sciences et des Techniques, 76821 Mont-
Saint-Aignan Cedex, France. dubuc@dir.univ-rouen.fr
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22 L. DUBUC

classe d’automates. Nous confirmons de cette fagcon la conjecture de Cerny
pour les automates circulaires.

2. NOTATIONS ET DEFINITIONS

Pour étudier les phénoménes de synchronisation, il suffit de considérer les
automates déterministes complets finis sous la forme trés rudimentaire d’un
ensemble fini d’états soumis a une action

XxA - X:(z,w)—~z*w

du monoide libre A* sur un alphabet fini A. On va noter un tel automate
par (X, A), I'action étant sous-entendue.

Etant donné un automate (X, A), on définit, pour un mot w € A* et
pour un ensemble d’états S C X, les notions suivantes : 1’image (directe)
de S par w,S*w = {x*w | z € S}; Uimage réciprogue de S par
w,Sxwt ={z e X |z+rwe S}; le rang de w, rang(w) = card(X * w).

Tout mot w de rang 1 pour (X, A) est appelé un mot synchronisant
de (X,A), et (X,A) est un automate synchronisant s’il admet un mot
synchronisant.

Consecture 2.1 (J. Cerny) : Soit (X, A) un automate a n états. S’il est
synchronisant, alors il admet un mot synchronisant w € A* de longueur
lw| < (n —1)%

Soient (X, A) un automate a n états (un n-automate), S une partie de X.
S est dit réciproquement augmenté par w ot w € A* si card(S x w™l) >
card(S). Soit m € N. S est dit réciproquement augmentable (réciproquement
m-augmentable) dans (X, A) s’il existe un mot w € A* (de longueur
lw| < m) tel que card(S * w™1) > card(S).

Soit E un ensemble de mots sur A. On note par |[|F]| le maximum des
longueurs des mots de £. L’ensemble £ est dit régressif si pour toute partie
propre T (& # T # X) de X, il existe un mot w dans E tel que T est
réciproquement augmenté par w. Si (X, A) admet un ensemble E régressif,
alors il admet un mot synchronisant de longueur |w| < 1+ (n — 2)||E||. En
effet, cela est évident aprés avoir remarqué qu’il existe nécessairement un
état qui soit augmenté par une lettre.

On va confirmer la conjecture de Cerny pour les automates circulaires en
prouvant que, si (X, A) est circulaire synchronisant alors {w € A* | |w| < n}

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications



AUTOMATES CIRCULAIRES ET CONJECTURE DE CERNY 23

est un ensemble régressif autrement dit toute partie propre de X est n-
augmentable. On en déduira qu’il existe un mot synchronisant de longueur
majorée par 1+ {n — 2)n = (n — 1)%.

Soit zg un état fixé de X. Un automate (X, A) a n états est un automate
circulaire $'il existe ¢ € A telle que {zmg *c' | 1 <4 < n} = X. Notons
désormais z; = xg * ¢’ pour i = 1,...n.

3. LA STRUCTURE LINEAIRE

L’idée maitresse & 1’origine de la linéarisation consiste a poser le probleme
dans un cadre ol 1’on puisse appliquer les acquis de I’algebre linéaire. Etant
donné (X, A) un automate circulaire a n états, considérons le plongement de
I’ensemble P(X) des parties de X dans I’espace vectoriel réel R1*". Nous
allons associer a toute partie S C X son vecteur (ligne) caractéristique, défini
comme une (1 x n)-matrice [S] = (s1,...,sp) sur le corps des réels R ou

{1 siz; €8,
§; =

] pourz=1,....n.
0 sinon T

Ainsi, les vecteurs caractéristiques des singletons {z;},7 = 1,...,n, sont
confondus avec la base ey, ..., e, canonique de I’espace vectoriel R*” des
(1 x n)-matrices sur R.

Sur cet espace, nous disposons de la notion d’orthogonalité, issue du
produit scalaire usuel (z,y) = zy” (produit matriciel de z et du transposé
yT de y). Les vecteurs = et y de R!*™ sont orthogonaux, =z L v, ssi
(z,y) = 0. La forme linéaire “somme des coordonnées” sur R!*" définie
par z + (z,[X]), généralise I’opérateur “cardinal” pour les parties de X, de
maniére que card(S) = ([S],[X]) pour S C X. A toute lettre g € A, nous
allons associer une (n x n)-matrice [g] sur R , définie par

{9)i; = {(1) zin:f)ln* 9= pouri=1,...,n.
S’agissant d’un automate déterministe complet, nécessairement chaque ligne
de la matrice [g] comporte exactement une valeur non nulle, on parle de
matrice mondmiale en lignes. De plus ici la valeur est égale a 1. Puis
évidemment, a tout mot w € A* est associé la (n x n)-matrice [w] sur R,
définie par

1 si 3 xw = zj, )
[wli; = ) pouri=1,...,n.
0 sinon
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24 L. DUBUC

I est alors clair que pour tout w € A* s’écrivant w = aj - - - ag, NOUS avons
[w] = [a1] - - - [ag]. La aussi la matrice [w] fait partie des (n x n)-matrices
mondmiales en lignes dont les valeurs non nulles sont égales a 1, celles-ci
formant un monoide (pour le produit matriciel). La matrice associée a c est
ainsi la matrice circulante

{1 sij=i+1lpourl <i<n-—1ou(sj)=(n,1),
CZ’J:

0 sinon.

L’action réciproque par w € A* sur P(X) a alors la représentation matricielle
trés commode

[S * w1 = [S][w]*, pour S C X.

Le lemme suivant rappelle des résultats d’algebre linéaire appliqués a la
situation présente.

LEMME 3.1 : Soit I’espace vectoriel V = R'*™ muni de I’endomorphisme |c]
agissant comme permutation circulaire sur les vecteurs de la base canonique.

a) Soit P(x) un polynéme qui divise le polynéme minimal de [c]
My (z) = 2" — 1 = P(z)Q(x).

Alors V = Ker(P([c])) ® Im(P([c])), Ker(P([c])) = Im(Q([c])) et
Ker(Q([c])) = Im(P([c])).

b) Soit F' un sous-espace vectoriel de V, stable par [c]. Alors
F = Ker P([q]),
ou P(z) désigne le polyndme minimal annulateur de la restriction de
[c] sur F.

Preuve :

a) Comme M.([c]) = 0, on a déja Im Q([c]) C Ker P([c]) et
Im P([c]) € Ker Q([c]). M|g(z) se décompose dans C en

™ —-1= H(x—a),
acU

ol U est I’ensemble des racines n-émes de I'unité. Aussi P et () sont
nécessairement premiers entre eux. D’apres le théoréme de Bezout, il
existe des polyndmes Gi1(z) et Ga(z) tels que

1 = P(z)G1(z) + Q(z)G2(z),

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications



AUTOMATES CIRCULAIRES ET CONJECTURE DE CERNY 25

ce qui se traduit par

I'= P([))Gi([e]) + Q([e)Ga([e]) = G1([e]) P([e]) + G2([e])Q([c]),

I désignant I’identité sur V. De I = G1([c])P([c]) + G2([c])Q([c]) on
tire que pour tout vecteur y de V

y =y Gi([)P([e]) + y Ga([c)Q([c]),

donc V = Im P([) + Im Q([¢]). De I = P([c])Gi([c]) +
Q([c])G2([c]) on tire que si y € Ker P([c]) N Ker Q([c]), alors
nécessairement y = 0. De tout ceci on déduit V = Ker P([c]) +
Ker Q([c]) puis V = Ker P([c]) ® Ker Q([c]) et Ker P([c]) =
Im Q(ld]), Ker Q(Id)) = I'm P([d]).

b) D’abord FF C Ker P([c]) et deg P(z) < dim F. Par ailleurs,
I’endomorphisme M| est nul sur V, donc a fortiori sur F'. D’ou le
polynéme M|, est multiple du polynéme minimal annulateur de la
restriction de [c] sur /' nommé P. Posons donc M|, (z) = P(z)Q(z).
D’apres a), on a Ker Q([c]) = Im P([c|). Puisque P divise M|,
nécessairement il est le polyndme minimal annulateur de la restriction
de ¢ a Ker P(c). De méme @ est le polyndme minimal annulateur
de 1a restriction de [c] a Ker Q([c]). Donc deg P < dim Ker P([c])
et deg Q < dim Im P([c]). Cela implique

n=deg P+ deg Q < dim Ker P([c]) + dim Im P([c]) = n.

Donc deg P = dim Ker P([c]) puis dim Ker P([c]) = deg P <
dim F. Or F C Ker P([c]). D’ou le résultat

F = Ker P([c]). O
4. RESULTATS

Sachant que dans un automate circulaire synchronisant toute partie propre
est augmentable, il suffit finalement de démontrer que toute partie propre
augmentable d’un automate circulaire est m-augmentable. Il s’agit donc
d’une généralisation du résultat prouvé dans I’article [Dub96] qui appliquait
la méme stratégie de preuve.

LemMmE 4.1 : Soient (X, A) un n-automate et f une lettre dans A. Alors
[X]([f] — I) est la projection orthogonale sur [ X% de [X][f), I désignant

la (n X n)—matrice identité.
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26 L. DUBUC

Preuve : Remarquons immédiatement que [X]([f] — I) — [X][f] est
orthogonal a [X]1. Il reste 2 montrer que [X]([f] — I) appartient 2 [X]*. 1l
a été vu plus haut que chaque ligne de [f] comporte exactement une valeur
non nulle, valeur égale & 1. Ainsi

(AT = 1x]"

Par conséquent

(X1 = D), (XD = X]AX)T - (X)X]" =n-n=0 O

DErNITION 4.2 : Soit (X, A) un n-automate circulaire ou ¢ désigne la

permutation circulaire. Pour toute lettre f dans A, notons u f[X 1([f1=1)
projection orthogonale sur [X|+ de [X][f] d’aprés le lemme 4.1. Notons
6c(w) le mot obtenu de w € A* par suppression de toutes les occurrences de
la lettre c. Définissons pour toute lettre f dans A

def

L1(f) = {O0rixn}

et pour tout r € N le sous-espace de R**™ L,(f) par son ensemble de
générateurs :

def *
Lo(f)'= £ (ulw] [w e A%, [6(w)| <),
ou L désigne ’espace vectoriel engendré.

Remarquons que, pour tout f € A, la suite des espaces vectoriels L, (f)
pour 7 > —1 est croissante. L’intérét du lemme suivant est d’obtenir pour
L,(f) un ensemble de générateurs de la forme {us{w] | |lw| < n — 1}, ce
qui s’averera primordial pour la suite.

LEMME 4.3 : Pour tous f € A etr € N, notons K_1(f) = L_1(f) et
Ko () £ (uglw] | w e 4", [Se(w)| <rerfw] <n-1).
Alors Ly(f) = K.(f).

Preuve : La définition de L,(f) donne facilement

def

(1) L)'= L(Lr—1(f),vlgc"] | v € Li—1(f), 9 € A,k €N).

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications



AUTOMATES CIRCULAIRES ET CONJECTURE DE CERNY 27

Donc, en notant p, le polyndme minimal annulateur de la restriction de [c]
sur L,(f), de Lo(f) € Li(f) C ---, on tire pp divise p; divise - - -. Notons

Jr(f) d.if L (uf[ch-o (glchl) . (grchr)]

| ho < deg(po) — 1,7y < deg<&> —1,gi€Apour1 <j< v">.
bj—-1

Puisque dans la définition de J,(f), la lettre g, peut étre égale a ¢, on
a facilement

@ 55 = £ (Js(Prolac] [ veTra(f) g€ A,k <deg( L) 1),
Montrons par récurrence sur r > 0 L, (f) = J(f). Le cas r = 0 est trivial.
Supposons (hypotheése de récurrence) que L,_1(f) = Jr—1(f) et montrons
L.(f) = Jy(f). Soient v € J,—1(f) et g € A. Alors v[g] € L.(f) et
v[g](l,f:] )([c]) € Ker p,—1([c]). Or, d’apres le lemme 3.1 b) et I’hypothese
de récurrence

Ker pr_1(lc]) = Lr_1(f) = Jr-1(f).

Ainsi

c (Jr_l(f),'u[gck] lve Jr1(f),g € Ak < deg(pfil> — 1)

=L (Jroa(f),0lg"] |0 € Jra(f),g € A,k EN).

Gréce aux égalités (1) et (2) et a I’hypothese de récurrence, il en découle
I’égalité
Jr(f) = Lo (f)

ce qui acheve la preuve par récurrence. Pour conclure, il suffit de remarquer
que, vu les définitions de L,(f), J,(f) et K,(f), trivialement

Je(f) € Kio(f) € Lo(f). U

Les définitions de partie réciproquement augmentée et augmentable
traduisent des inégalités sur des cardinaux d’ensembles. Or dans le
théoréeme final, les égalités correspondantes seront absolument nécessaires
au raisonnement. Aussi le lemme suivant permettra justement de passer aux
égalités.

vol. 32, n® 1-2-3, 1998



28 L. DUBUC

LeEmME 4.4 : Soient (X, A) un n-automate circulaire et f € A. Soient un
entier v > 0 et g1,---, gy des lettres de A. Alors

Z uglc®gic™ - grc") € Lroa(f)-
ho,..-.h EN
ho+"'+h”'sn—1_r

Preuve : La démarche pour prouver ce lemme est de montrer la propriété
plus forte suivante :
Pour tous 7,p, k,l € N, f,g1,...,9» € A etw € A* tel que |6.(w)| = p,

Z uglwc®(grc") - (gro1d" ) g € Lppr1(f).

o, otnEN
tot--Ft,<n—1—r

La propriété originelle sera retrouvée en affectant le mot vide a w et 0 a k
et [. La nouvelle propriété va étre prouvée par récurrence sur 7 € N. Tout
d’abord les propriétés

n—1
ug € [XTH, D[] = [X]T[X] et [g][X]" = [X]" pour tout g € A
7=0

sont déduites des définitions et impliquent
n—1 )
uslw] Z[c’] = (0,...,0) € RY*™ pour tout w € A*.
7=0

La formule pour » = 0 en découle

> uglwe ) € L_a(f)
toeN
to STII—I

N

Le cas initial » = 0 est prouvé. Adoptons dés a présent les notations
suivantes. Notons ¢ = (t, ..., t,) € N"T1 et les parties de N"+?

Try1 = {(t(),---,tr) f Zti Sn—l—r},
i=0
Uy = {(to,...,tT) > ti< n—r}.
=0

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications



AUTOMATES CIRCULAIRES ET CONJECTURE DE CERNY 29

Les entiers p, k, ! et le mot w € A* (tel que |6.(w)| = p) étant fixés, on note

to+k(

mot(t) = uslwc i),

gic) -+ (gr—1c)gre

II faut donc démontrer par récurrence sur r» > 0 que, pour tous
pk,l €N, fog1,...,9r € Aet w e A* tel que |6.(w)| = p,

S mot(t) € Lpo_a().
t€T, 11

Le cas initial a €té montré plus haut. Supposons (hypothése de récurrence) que
pour tous p,k, L €N, f,g1,...,9-—1 € Aetw € A* tel que |6.(w)| = p,

S mot(t) € Lypsr—a(f)

teT,
et montrons la propriété au rang suivant. Analysons les termes de cette
égalité triviale

3) > mot(t) — > mot(t)= Y mot(t) — Y. mot(t).

teUpyy tEUmp1 tEUm1 €U
tr£0 to#0 to=0 tr=0

Par hypothése de récurrence,

S uplwetE(grc) - (graactt)gro1d ) € Lpproa(f).
(tOr"»t'r‘—l)eTr

Or,
Z mot(t)
te€U g1
=( > uplw™(gic) - (groac?)grmrc ™ Dlgrc'],
(to5eestr—1)€TH
donc
S mot(t) € £ (vlge!] [ v € Lptr—a(f),g € A,k €N) C Lpproa(f).
1€Vt

Par ailleurs,

Z mot(t) = Z uf [weF(g1c!) - - (grorct)grc ]

teUn 4 (tl,...,t,-)ETr

io =0
= Y ugl(wfg)c (gaer,) - (9167 )grd ]
(tlv"'yt'r)eTT

€ Lips1) +r—2(f) par hypothese de récurrence. Ainsi
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30 L. DUBUC
la partie gauche de I’égalité (3)

> mot(t) = Y mot(t) € Lyrr—1(f).
te€U, 4 tE€U, 4y
tr#0 tg#0

Or, d’une part

> mot(t) = > mot(t)d],

€U,y Tri1
10

et d’autre part

> mot(t) = > uglweFe(grc) - (gr1c ) grct .

e Tots
Donc
S uplwe o (grch) - (gro1et)gret Y [d]
Tois
= uglwe[d[(g1c") - (gr—1¢")grd T € Lypr_1(f).
Tt

Ceci étant valable pour tous naturels k et [, on peut généraliser a tout
polyndéme P

S ugfwcotF (gich) - (gro1ct)grct ) P([d])
Trir

- Z uf [wcto+k]P([C])_[(glctl) T (gr—lctr_l)grctr_‘-l] € Lp+'r—1(f).
Tors

En particulier, avec le polyndme minimal annulateur de [¢] sur Lj4r—1(f)
not¢ P (s, le second terme se trouve annulé car ugfw] € Ly(f) C
Lyt+r—1(f), et on obtient

Z uf [wct°+k(glctl) e (gr—lctT_l)QrCtTH]Ppr_l(f)([CD € Lptr—1(f).
Toa

Or, d’apres le lemme 3.1,
Lyyr—1(f) = Ker PL,,+T_1(f)([CD

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications



AUTOMATES CIRCULAIRES ET CONJECTURE DE CERNY 31

et
Ker PLp+T—1(f)([C]) NIm PLp+T—1(f)([CD = {ORIXn}.

Ainsi

Z uyf [wctﬂ—i—k(glctl) e (g*r—lctrfl)gv‘CtTH]Ppr—l(f)([CD =0,
To

ce qui termine la preuve par récurrence. On conclut la preuve du lemme
lui-méme en appliquant ce résultat avec k = [ = 0 et w le mot vide. [

LemMME 4.5 : Soient (X, A) un n-automate circulaire et S une partie
quelconque de X. Alors, pour tout v € N,

Vw e A*| |6c(w)] < 7,

[s1e (I L) = card(S) = card(S * w=1).

feA

Preuve : La partie droite de I’implication signifie : le cardinal de S est
inchangé par application réciproque de tout mot dont le nombre de lettres
distinctes de ¢ est au plus . Le lemme va €tre démontré par récurrence sur
r € N. Le cas initial 7 = 0 est évident. Il consiste a remarquer que pour
toute partie S de X et tout naturel g,

-1

card(S) = card(S * (¢')" ")

En effet les seuls mots w € A* vérifiant |§.(w)| = 0 sont les puissances ¢’
de c. Supposons (hypothese de récurrence) la propriété établie au rang r — 1
et établissons-la au rang r. Soit donc une partie S telle que

(4) s) e (| Lralh)

feA

La suite des espaces L, (f) pour » > —1 étant croissante, cela implique

s)e (| L)

feA
L’hypothese de récurrence donne alors
Vw € A*| (w)] <7 =1, ([S],[X]) = ([S *w™ ], [X]).

vol. 32, n® 1-2-3, 1998



32 L. DUBUC
Par ailleurs, la propriété (4) peut s’écrire (pour tout f € A),
Vw € A° [b.(w)] < 7 —1, ([S],[XI([f) = Dlw]) = 0
puis
Vw € A*| |6e(w)] <7 —1, ([Sxw ™ f71,[X]) = ([S* w1, [X]).
Appliquons I’hypotheése de récurrence pour avoir
Yw € A% |6c(w)| < 7 —1, card(S * (fw)™!) = card(S).

Le cardinal de toute partie étant inchangé par application réciproque de
n’importe quelle puissance ¢’ de la permutation ¢, card (S (! fw)_l) =
card(S * (fw)™1) et donc

Vw € A*| |6.(w)| <7 —1,Vi e N, card(S  (¢' fw)™!) = card(S).

Pour conclure, il suffit de reconnaitre en la forme ¢’ fw tout mot w' € A*
tel que [5.(w))| < r. O

PropoSITION 4.6 : Soient (X,A) un n-automate circulaire et S une
partie quelconque de X. Si S est réciproquement augmentable alors S est
réciproquement n-augmentable.

Preuve : Prouvons la contraposée de 1’assertion, a savoir : si S est non
réciproquement n-augmentable alors S est non réciproquement augmentable.
11 suffit de montrer que si S est non réciproquement n-augmentable alors

1
SleC U Lol

reN, feA

En effet si ceci est vrai, on en déduit le résultat grace au lemme 4.5 appliqué
pour r décrivant N.

Nous allons donc montrer (par récurrence sur r € N) que, si S est non
réciproquement n-augmentable alors pour tous f € A et » € N, nous avons
(S] € Kr—1(f)* (= Ly—1(f)* d’apres le lemme 4.3).

Pour 7 = 0, on a bien évidemment [S] € {0} = K_1(f) = L_1(f).
Supposons (hypothése de récurrence) que [S] € L,_1(f)* pour toute lettre
f et démontrons que [S] € K, (f)* = L.(f)*.
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Soient tg, t1,...,t, € N vérifiant to+-- -+t < n—1-ret f, g € A pour
k=1,...,7 et notons w = c'ogic’* .- g,c'*. Ce mot vérifie |w| < n — 1.
Aussi S est non réciproquement augmenté par fw

card(S * w™l x f71) < card(S).

Par hypothése de récurrence, [S] € L,_1(g)* pour toute lettre g € A.
Le lemme 4.5 implique alors card(S) = card(S » w™!). 11 vient
card(S * w™l x f71) < card(S * w™!) c’est-a-dire

([S], uslw]) <.

Or par hypothése de récurrence, [S] € L,_1(f)*. Aussi, par le lemme 4.4,
on a pour tous gi,...,g, € A

IS, > wltge gt =0,

0<ig++i.<n—1-—r

Par conséquent, de I’inégalité on passe a I’égalité

([S], uflw]) =0

[S] est donc orthogonal a tout générateur de K, (f) = L,(f). O
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