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RESULTATS DE COMPLETUDE POUR DES CLASSES
DE TYPES DU SYSTEME AF2

par Samir Farkt et Karim Nour (1)

Communiqué par R. Corr (*)

Résumé. — J.-L. Krivine a introduit le systéme de typage AF2 pour obtenir des programmes
(A-termes) calculant des fonctions en écrivant des démonstrations de leur totalité. Nous présentons
dans ce papier des résultats de complétude pour certains types de AF2 et pour plusieurs notions
de réductions. Ces résultats généralisent un théoreme de R. Labib-Sami établi dans le systéeme F
de J.-Y. Girard.

Abstract. — J.-L. Krivine introduced the AF?2 type system in order to obtain programs (A-terms)
which calculate functions, by writing demonstrations of their totalities. We present in this paper two
results of completeness for some types of AF2 and for many notions of reductions. These results
generalize a theorem of R. Labib-Sami established in the system F of J.-Y. Girard.

1. INTRODUCTION

Le systtme de typage F a été introduit par J.-Y. Girard (voir [2]). Ce
systéme est basé sur le calcul propositionnel intuitionniste du second ordre,
et donc donne la possibilit€ de quantifier sur les types. En plus du théoréme
de normalisation forte qui assure la terminaison des programmes, le systeéme
F a deux autres propri€tés :

— Il permet d’écrire des programmes pour toutes les fonctions dont la
terminaison est démontrable dans 1’arithmétique de Peano du second
ordre.

— Il permet de définir tous les types de données courants : booléens,
entiers, listes, etc.

La sémantique du systeme F proposée par J.-Y. Girard consiste a associer

a chaque type A un ensemble de A-termes | A |, dans le but d’obtenir
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514 S. FARKH, K. NOUR

le résultat suivant : Si un A-terme ¢ est de type A, alors il appartient a
I’ensemble | A |. Ce résultat est connu sous le nom du lemme d’adéquation,
et permet de démontrer la normalisation forte du systeme F.

La réciproque du lemme d’adéquation n’est pas en général vraie, mais
R. Labib-Sami a démontré dans [7] un résultat de ce genre pour les types
clos a quantificateurs positifs.

Le systeme de typage AF?2, introduit par J.-L. Krivine (voir [4]), est
basé€ sur la logique intuitionniste du second ordre. Au plan des propriétés
théoriques, normalisation forte et représentation des fonctions calculables,
le systtme AF2 ne se distingue pas du systeme F. La différence provient
de sa capacité a exprimer les spécifications exactes des programmes, ce
qui permet d’obtenir un programme calculant une fonction en écrivant une
démonstration du fait que la fonction est du bon type. J.-L. Krivine a proposé
une sémantique pour son systeéme, et il a démontré un lemme d’adéquation
permettant d’obtenir I’une des plus importantes propriétés du systeme AF2 :
C’est I'unicité de la représentation des données.

Dans ce papier, nous démontrons deux résultats de complétude du systéme
AF2, c’est-a-dire, des équivalences entre la syntaxe du systéme et ses
sémantiques :

e Le premier résultat de complétude est obtenu pour les types a
quantificateurs positifs en utilisant une sémantique basée sur les
ensembles des A-termes stables par la Gn-équivalence, ce qui constitue
une généralisation du résultat de R. Labib-Sami établi dans le systeme
F.
e Le second résultat de complétude est établi pour une classe restreinte
de types (les bons types positifs) qui englobe les types de données
de J.-L. Krivine en utilisant une sémantique basée sur les ensembles
des A-termes stables par la (-expansion. Ce résultat nous permet de
comprendre d’ou provient la n-équivalence dans le premier résultat.
Les démonstrations de ces résultats reposent essentiellement sur des
propriétés syntaxiques du systeme AF2 (voir [9]). Ces résultats donnent
une réponse partielle a la question de la comparaison entre opérateurs de
mise en mémoire sémantiques (a la Krivine) et syntaxiques (a la Nour). Les
deux notions sont en effet identiques dans le cas des classes pour lesquelles
la sémantique de Krivine est compléte (voir [10]).

L’article est organisé de la maniére suivante :

— Dans la partie 1, nous rappelons des préliminaires sur le A-calcul pur
et nous présentons le systeme de typage AF2 ainsi que ses propriétés.
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RESULTATS DE COMPLETUDE POUR DES CLASSES DE TYPES DU SYSTEME AF2 515

Nous donnons, 2 la fin de cette partie, quelques résultats syntaxiques
du systtme que nous utilisons dans les démonstrations.

— La partie 2 est consacrée a la sémantique proposée par J.-L. Krivine.
Nous rappelons ensuite le lemme d’adéquation du systeme AF2.

— Dans la partie 3, nous démontrons une réciproque du lemme
d’adéquation pour les types a quantificateurs du second ordre positifs
avec la [n-équivalence.

— Dans la partie 4, nous présentons un résultat analogue pour une classe
restreinte de types a quantificateurs du second ordre positifs (les bons
types), et avec la S-réduction. Nous montrons enfin que les conditions
que nous imposons sur les types sont toutes nécessaires.

1. LE A-CALCUL PUR ET TYPE

Nous allons adopter dans cet article les notations de J.-L. Krivine, par
exemple :

On note A I’ensemble des termes du A-calcul, dits aussi A-termes. Etant
donnés des A-termes t,u,uq, ..., u,, I’application de ¢ a u sera notée (t)u,
et (...((t)u1)...)un sera noté (t)ui...un. On note par —g (resp. —;) la
B-réduction (resp. la n-réduction) et par ~g (resp. ~g,) la B-équivalence
(resp. la Bn-équivalence). Si t est un A-terme, on note par F'v(t) I’ensemble
de ses variables libres. Alors on a clairement : Fu((t)u) = Fuv(t) U Fo(u)
et Fu(Azu) = Fu(u) — {z}. De plus si t —g t', alors Fo(t') C Fu(t), et
si t —y t', alors Fu(t) = Fu(t)).

LemME 1.1 : Soient t et t' deux \-termes.
Sit —py t', alors il existe un \-terme u, tel que t —gu et u —y t.

Preuve: Voir [1]. o

LemMe 1.2 : (i) Sit est Bn-équivalent a un terme normalisable, alors t
est normalisable.

(ii) Si t est Bn-équivalent a un terme clos, alors t est B-équivalent a un
terme clos.

Preuve: Voir [1] et [4]. '

On considere le calcul des prédicats intuitionniste du second ordre, écrit
avec les symboles suivants :

e Les seuls symboles logiques — et V ;
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516 S. FARKH, K. NOUR

e Des variables d’individu : z,y, ... (appelées aussi variables du premier
ordre) ;

e Des variables de relation n-aire (n = 0,1,...) : XY, ... (appelées aussi
variables du second ordre) ;

e Des symboles de fonction n-aire (n = 0,1, ...) sur les individus ;

e Des symboles de relation n-aire (n = 0,1, ...) sur les individus.

Chaque variable de relation, et chaque symbole de fonction ou de relation
a une arité n > 0 fixée. Un symbole de fonction O-aire sera appelé symbole
de constante. Une variable de relation O-aire est aussi appelée variable
propositiennelle.

On suppose qu’il y a une infinité de variables d’individu, et, pour chaque
n > 0, une infinité de variables de relation n-aire.
La donnée des symboles de fonction et de relation constitue ce qu’on
appelle un langage, les autres symboles étant communs a tous les langages.
Les termes sont construits de la facon suivante :
e Chaque variable d’individu, et chaque symbole de constante est un
terme ;
e Si f est un symbole de fonction n-aire, et ti,...,t, sont des termes,
alors f(t1,...,tn) est un terme.
Les formules sont construites de la facon suivante :

e Si A est une variable ou un symbole de relation n-aire, et ¢y, ..., ¢, sont
des termes, alors A(t1, ..., ty) est une formule dite formule atomique ;

e Si A, B sont des formules, alors A — B est une formule ;

e Si A est une formule, alors Vz A et VX A sont des formules, = (resp. X)
étant une variable d’individu (resp. de relation).

On définit les notions de variables libres et liées de maniere usuelle.
Un terme est dit clos s’il n’a pas de variable. Une formule est dite close

si elle n’a pas de variable libre. La eloture d’une formule F' est la formule
obtenue en quantifiant universellement toutes les variables libres de F'.

Soit £ = &1, ..., &, une suite finie de variables du premier et/ou du second
ordre.

e La formule V¢;...¥¢, F est notée VEF

e L’écriture < £ n’est pas libre dans A > signifie que & (1 < ¢ < n)

n’est pas libre dans A.

La notation t[u3/x1, ..., un/zn] (resp. Flui/z1, ..., un/%ys]) représente le
résultat de la substitution simultanée de u; a z1,..., u, a z, dans le terme
t (resp. dans la formule F').

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications



RESULTATS DE COMPLETUDE POUR DES CLASSES DE TYPES DU SYSTEME AF2 517

Si X est une variable de relation unaire, ¢ et ¢ deux termes, alors la
formule VX [Xt — Xt'] est notée t = t' et est dite équation fonctionnelle
ou formule équationnelle. Un cas particulier de ’équation ¢ = ¢’ est une
formule de la forme :

tlui/z1, . un/xn] = tur/z1, . unfze] ou tlui/zi, . un/Tn] =
tlui/z1, ..., un/Zn], v1,...,un étant des termes du langage.

Considérons un langage L du second ordre, et un systtme £ d’équations
fonctionnelles de L. On décrit un systtme de A-calcul typé, appelé
Arithmétique Fonctionnelle du second ordre (en abrégé AF2), dont les
types sont les formules de L. Dans 1’écriture des termes typés de ce systéme,
nous emploierons les mémes symboles pour les variables du A-calcul et
les variables d’individu du langage L. Un contexte I' est un ensemble
z1: Aj, ..., xn : Ay de déclarations, ol x1, ..., £, sont des variables distinctes
du A-calcul, et Ay, ..., A, des formules de L.

Etant donnés un A-terme ¢, un type A et un contexte I' = z1 : A1,...,2p :
Ay, on définit au moyen des regles suivantes la notion < ¢ est typable, a
I’aide du systeme équationnel F, de type A dans le contexte I' >>. Cette
notion est notée I' 479 t : A.

(1) Phar zi: Ai(1 <i<n)

T''x:Aby g, t: B

2

() Ff‘A]:z)\xt:A%B

(3) T'Farou:A— B Thgmv: A
F'Fare (w)v: B
harpt: A,

4 e

(4) Fl—Ajrzt:VxA()
U'bagrpt:VZA .,

5

() FF-Afzt:A{uf.’I?l'( )
I'k+ :

Tharst:VXA )
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518 S. FARKH, K. NOUR

F |_.A.7:2 t: VXA *k
(7 Thart: A[F/X (21, ..., 2n)] ™)
® Dharat: Alu/z]

T'karst: Alv/x] )

Avec les conditions suivantes :
(*) =z et X ne sont pas libres dans T
(**) u est un terme et F est une formule.

A[F/X(z1,...,2,)] est obtenue en remplagant dans A chaque formule
atomique X (¢1,...,tn) par Flt1/z1, ..., tn/Zn].
(*¥**) 4 = v est un cas particulier d’une équation de F.

LemME 1.3 : (i) SiF"_A]:gt:AethF/, alors T’ Fars t: A

() SiD b gm0t : A, alors TV 452 t 1 A, ou I est la restriction de T" aux
déclarations contenant les variables libres de t.

Preuve: Par induction sur I' F 479 ¢ : A. '
Le systeme AF2 posséde les propriétés suivantes :

THEOREME 1.4 : () SiI' 52t : A ettt —p t, alorsT'F 450 t' @ Al

@) Si ' Farxa t: A, alors t est fortement normalisable.

Preuve: Voir [4]. ®
Soient L un langage du second ordre et E un systéme d’équations de L.

On définit sur ’ensemble des termes de L une relation d’équivalence notée
~g de la maniere suivante :

axgpbs EFa=h.
Le lemme suivant décrit 1’équivalence qu’on vient de définir.

LEMME 1.5 : a =g b ssi on peut ’obtenir au moyen des régles suivantes :

(i) si a = b est un cas particulier d’'une équation de F, alors a ~g b ;

(ii) quels que soient les termes a,b,c de L, on a :

- a g a;

— sia~xgbetb=gec alors a =g ¢ ;

(iii) si f est un symbole de fonction n-aire de L, et si a; ~g b; (1 < i < n),
alors f(ai,...,an) =g f(b1,...,bn).

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications



RESULTATS DE COMPLETUDE POUR DES CLASSES DE TYPES DU SYSTEME AF2 519

Preuve: Voir [4]. [
Le lemme suivant permet de généraliser la regle (8) de typage
équationnelle.

LemME 1.6 : SiT' Faxg u: Bla/z] et a =g b, alors T b 453 u : Bb/z].

Preuve: Par induction sur la preuve de a =g b, on considere la derniére

regle utilisée.

e Si c’est la regle (i), alors c’est évident.

e Si c’est la regle (ii), alors ou bien b = a, et dans ce cas on a le résultat,
ou bien a =g c et ¢ =g b, et donc par hypotheése d’induction, on a
I' Fars u: Ble/z] et T Far u: Blb/z].

e Si c’est la regle (iii), alors a = f(a1,...,an) et b = f(b1,...,by), avec
ai g bi 1 <1< n).Onal Fgr u: B[f(al,...,an)/z], donc
I'Fars u: (B[f(z1,...,an)/z])[a1/z1], par suite, d’aprés I’hypothese
d’induction, I F 49 u : (B[f(z1, ...,an)/z])[b1/z1]. Ainsi de suite, en
utilisant 1’hypothese d’induction n fois, on obtient le résultat. a

Nous allons présenter le théoréme de programmation pour les entiers.

Etant donnés deux A-termes f,u et un entier k, on pose, par définition,
(t)*u = (t)...(t)u (le A-terme t étant répété k fois au second membre) ; en
particulier (¢)°u = u. On définit le A-terme k& = AzAf(f)*z ; k est appelé
& T’entier k du A-calcul > (ou entier de Church).

On définit le type des entiers naturels par la formule suivante :

Nlz] =VX{X0 — [Vy(Xy — Xsy) —» Xz]},

0 étant une constante pour le zéro, et s un symbole de fonction unaire pour
le successeur.

Un systéme d’équations E est dit adéquat pour le type des entiers ssi :

- s(a) %5 0 ;

- Si s(a) =g s(b), alors a =g b.
Soit f une fonction de N* dans N. On dit que E est un systeme
d’équations définissant la fonction f ssi :

F(s™(0), ..., s™(0)) mep 87 (Prme) (0).

Soit f une fonction totale de N* dans N. Etant donné un A-terme Py, on
dira que Py représente la fonction f si, quels que soient n1,...,n; € N :

(Pf)ﬁl_ﬂ —3 f(n1,ynp).

vol. 31, n® 6, 1997



520 S. FARKH, K. NOUR

THEOREME 1.7 (théoréme de programmation) : Soient f une fonction de
N™ dans N, et E un systeme d’équations adéquat définissant f. Si Py est
un A-terme tel que : Fary Py : Vr1. Ve {N[z1] — (... = (N[zn] —
N[f(z1,...,Zm)])--.)}, alors Py représente la fonction f.

Preuve: Voir [4]. »

ExempLE : Considérons par exemple la fonction prédécesseur p : N — N,
définie a I’aide des équations : p(0) = 0 ; p(sz) = z. Un A-terme ¢ qui
représente la fonction p (autrement dit un programme pour p), est donc un
terme de type (dans le systtme AF2) la formule Vz{N|[z] — N[p(z)]}. #

Le théoréme de programmation se généralise a tous les types de données
syntaxiques de J.-L. Krivine (voir [4] et [6]).

Les résultats que nous allons présenter maintenant permettent une
simplification dans les démonstrations syntaxiques (voir [9]).

On définit sur les types de AF2 les deux relations binaires <’ et ~' de
la maniere suivante:

o VzA <’ Alu/z], si u est un terme du langage ;

e VXA < A[F/X(z1,...,%s)], si F est une formule du langage ;

e A~ Bssi A= Clu/z], B=Clv/z], et u= v est un cas particulier
d’une équation.

Soient < et ~ les cldtures réflexives et transitives respectives de <’ et ~/.
Onnote A < Bssi A< Bet A#B.

On a le résultat suivant :

THEorREME 1.8 : (1) Si T k40 x : A, alors A s’écrit VEC', on & n’est
pas libre dans T, et il existe deux types C et B tels que C ~ C', B < C
et (x : B) € T.

(2) Si T Fary Azu : A, alors A s’écrit VE(B' — C'), oi & n’est pas
libre dans T, et il existe deux types C et B tels que C ~ C', B ~ B’ et
T,z : BlFgrs u: C.

B) SiT Fax (u)v : A, alors A s’écrit VED", on € n’est pas libre dans
T, et il existe trois types F, C et D tels que I' -0 v F, F < C — D,
DD, D~D"etT Fyrv:C.

Preuve: Voir [9]. [ )

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications



RESULTATS DE COMPLETUDE POUR DES CLASSES DE TYPES DU SYSTEME 472 521

CoroLLAIRE 1.9 : SiT' 2 : A b 473 (x)uy...up : B, alors :
n=0 A< C,C~C" B=VYEC et & n'est libre ni dans T" ni dans A,
ou
n#0, A< Cy — B1,B; <Cit1 — Biy1 (1<i<n-1), B, < Bpt1,
et B=VEB,, youBi~B (1<i<n+1),T,z:AFar u:C
(1 <t < n), et & nest libre ni dans T ni dans A.

Preuve: Voir [9]. )
2. A-MODELE

Les sémantiques que nous allons présenter dans ce paragraphe sont dies
a J.-L. Krivine (voir [4]). Elles dépendent des classes de parties de A-termes
appelées habituellement < parties saturées >>. Nous allons utiliser dans
ce papier deux de ces sémantiques, la premiere est basée sur les parties
stables par la fBn-équivalence et la deuxiéme sur les parties stables par la
(B-expansion.

Une partie G de A est dite — g-saturée (resp. ~g,-saturée) si, quels que
soient les termes ¢ et w, on a :

u€Gett—gu(resp. t ~g, u) >t e G.

Etant données deux parties G et G’ de A, on définit une partie de A, notée
G — G, en posant : u € (G — G') & (u)t € G’ quel que soit t € G.

1l est clair que I'intersection d’un ensemble de parties — g-saturées (resp.
~g,-saturées) de A est —pg-saturée (resp. ~~p,-saturée). De plus si G’
est —g-saturée (resp. ~gy,-saturée), alors G — G’ est —g-saturée (resp.
~g,-saturée) pour toute partic G C A.

Considérons maintenant I’ensemble Pg 5y (resp. Ps, ()) de toutes les
parties — g-saturées (resp. ~pg,-saturées) de A. Un sous-ensemble R de
Pgs,ny (resp. Ps, (p)) est dit adéquat si :

e G,GeR=(G—->G)eR;

e Pour toute partie o de R, I'intersection des €léments de o appartient a

R. En particulier A € R (prendre o = 0).

Soit L un langage du second ordre. On va définir la notion d’un Ag-modele
(resp. Ag,-modele) pour L :

C’est une modification de la notion classique d’un modele du second
ordre, dans lequel ’ensemble des valeurs de vérité n’est pas {0,1} comme
d’habitude, mais un sous-ensemble adéquat R de Pg,(5) (tesp. Ps, (a))-

vol. 31, n® 6, 1997



522 S. FARKH, K. NOUR

Un Ag-modele (resp. Ag,-modele) pour le langage L est la donnée de :

Un ensemble | M | supposé non vide, appelé la base de M ;
Un sous-ensemble adéquat R de Pg, () (resp. Ps, (a)) (£ est appelé
I’ensemble des valeurs de vérité de M) ;

e Pour tout symbole de fonction n-aire de L, une fonction fys :| M |*—
| M | ;

e Pour tout symbole de relation m-aire P de L, une fonction Pj; :
| M |"— R.

Soit M un Ag-modele (resp. Ag,-mode¢le) pour L. Une interprétation
I est, par définition, une application de I’ensemble des variables d’individu
(resp. de relation n-aire) dans | M | (resp. dans RIMI™y,

Soient I une interprétation, z (resp. X) une variable d’individu (resp. de
relation n-aire), et o (resp. ®) un élément de | M | (resp. de RIMI™) On
définit une interprétation J = Iz « a] (resp. J = I[X « ®]) en posant
J(z) = a (resp. J(X) = ®) et J(&) = I(§) (resp. J(¢') = I(¢')) pour toute
variable & # z (resp. & # X).

Définissons maintenant la valeur d’une formule de L dans M et dans
une interprétation I.

A chaque terme t de L est associée sa valeur tj;; €| M |, définie par
induction sur ¢ :

e Si t est une variable x, alors ty 7 = I(z) ;
o Sit=f(t',...t"), alors tar1 = far(thsps - thyp)-
Soit F' une formule de L. La valeur de ¥’ dans M et dans I’interprétation

I, notée par | F' |ps,; est un élément de R défini par induction sur F' au
moyen des régles suivantes :

e Si F est une formule atomique P(¢!,...,£"), oit P est un symbole (resp.
une variable) de relation n-aire, et t!,...,t" sont des termes de L, alors
on définit | F |nr,r par Pa(thy 1 thy 1) (tesp. I(X)(Ehg 1y s thp 1))
qui est un élément de R ; .
e Si Fest G— H,alors | F |y r=| G |m1—| H |m1 s
e Si F est VzG, ou x est une variable d’individu, alors | F' |y 1= )
{| Glz] |M,I[zea) 5 @ €l M [}
e Si I est VXG, ou X est une variable de relation n-aire, alors
| F o= N{| GIX] | rpxea s @ € RIMI™)
Il est clair que la valeur | F' |37 7 ne dépend que des valeurs dans I des
variables libres de F'. En particulier, si A est un type clos, | F' |1 ne
dépend pas de 'interprétation I, on la notera alors | F |;y.

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications
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Soient M un Ag-modele (resp. Ag,-modele) pour L, et v = v une équation
de L. On dit que M satisfait v = v, si la clture de cette formule est vraie
dans M.

Si E est un ensemble d’équations de L, on dit que M satisfait E, ou que
M est un modéle de E, si M satisfait toute équation de FE.

Pour tout type clos A, on note par | A |p= ({{| A |m /M Ag-modele de
E}, et par | A |gy= {| 4 |m /MAg,-modele de E}.

TueorREME 2.1 (lemme d’adéquation) : Soient E un ensemble fini
d’équations d’un langage L, t un A-terme, et A un type clos du systeme AF2.
Sitarat: A alorst €| Alg (resp. t €| A |gy) .

Preuve: Voir [5]. ®

Dans la démonstration de ce théoréme, on utilise les deux lemmes suivants :

LEMME 2.2 : Soient t un terme, et A une formule de L ayant x comme
variable libre, alors : | Alt/z] |m1=] A |M Ijw—tr 1]

LemME 2.3 : Soit F' une formule de L, ayant x1, ..., T, comme variables
libres, et soit & € R\MI" définie par ®(aq, ..., a,) =| F |M Iz —ag i —an]
pour tout ai,...,an €| M |. Si A est une formule ayant X (variable de
relation n-aire) comme variable libre, alors : | A[F/X (z1,....,zn)] |M1=

| A |a,rix —a)-

REMARQUE : Pour avoir le lemme d’adéquation, il suffit de donner la
définition suivante d’ensemble saturé G : quels que soient les termes
t,t1, .., tn, U,

(ut/z])t1..tn, € G = (Azu)tty...t, € G.

Dans la suite nous allons démontrer des réciproques du théoréme 2.1.

3. PREMIER RESULTAT DE COMPLETUDE

Dans ce paragraphe, nous allons généraliser le résultat de R. Labib-Sami
pour le systtme AF2, et pour une classe plus large de types.

On définit de la facon suivante les types a quantificateurs positifs (resp.
a quantificateurs négatifs), notés en abrégé V; (resp. V) :
¢ Une formule atomique est V2+ (resp. V3) ;
e Si A est Vg (resp. Vy) et B est V5 (resp. V3), alors B — A est Vi
(resp. V3) ;
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e Si A estV], et z (resp. X) une variable d’individu (resp. de relation
n-aire), alors Vz A (resp. VX A) est V;“ ;

e Si A estV, etz (resp. X) une variable d’individu (resp. de relation
n-aire qui ne figure pas dans A), alors Vz A (resp. VX A) est V.

Les formules V}L (resp. V5 ) sont les formules ou les quantificateurs du
second ordre < actifs > sont en position positive (resp. négative) dans
la formule.

Il est facile de voir que : Si A est V3 (resp. Vy)et A~ B, alors B est V2+
(resp. V5 ). De plus si A est V; et A < B — C, alors B est V3 et C est V.

K. Nour a défini dans [8] le systéme de typage AF 2y qui n’est autre que
le systtme AF2 ou on remplace la reégle de typage (7) par la régle :

F|_.A}'20 t: VXA

(70) I'bkarg, t: AlY/ X (21, ..., 20)]

ou Y est une variable ou symbole de relation de méme arité que X.

TaEoREME 3.1 : Soient A un type Vg du systeme AF?2, et t un A-terme
normal clos. Si Fa52 t A, alors =472, t A

Preuve: Voir [8]. ®
Soient L un langage du second ordre et E un systéme d’équations de L,
ce qui définit le systéme de typage AF2.

On se propose de démontrer le théoréme suivant :

THEOREME I : Soient A un type V2+ clos du systeme AF2, et t un A-terme,
alors : ¢t €| A |, ssi il existe un A-terme ¢’ tel que ¢ ~p, t' et 475 ¢’ : A.

Pour démontrer ce théoréme, on a besoin de certaines définitions et d’un
lemme.

Soient Q@ = {z;/i € N} une énumération d’un ensemble infini de variables
du A-calcul, et {A;/i € N} une énumération des types V, de AF2, ou
chaque type V, se répéte une infinit¢ de fois. On définit alors 1I’ensemble
I'™ = {z; : A;j/t € N}. Soit u un A-terme, tel que Fv(u) C Q. On
définit le contexte I, comme étant la restriction de '~ sur les déclarations
contenant les variables de F'v(u). La notation I'~ F 47, u : B exprime
que I Fars u: B.

On pose '~ l—ﬁ"h u : B ssi il existe un A-terme ', tel que u ~g, o'
et I'™ Fars v : B.
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Considérons My 1’ensemble de tous les termes de L. On définit un
Ap,-modele Mp- (noté dans la suite M) de la fagon suivante :

M
e L’ensemble de base est |M| = =% (ensemble des classes
~E

d’équivalence modulo la relation ~g) ;

e L’ensemble adéquat R = Ps, (A) ;

o L’interprétation de chaque symbole de fonction n-aire f est 1’application
fam de | M |" dans | M | définie par faq(at,...,an) = fla1,...,an) ;

o L’interprétation de chaque symbole de relation n-aire P est I’application
Pyg de | M |* dans Ps, (A) définie par Prq(a1, ..., an) = {7 € A :
r- FAfz : P(as,...,an)}.

Ensuite on définit une interprétation Z sur les variables en posant :

e 7(z) = T, ou T est la classe de  modulo ~f ;

e 7(X) = @, ou P est l’application de | M |" dans Ps, (A) définie par

o(ar,....an) ={r€A: " FAFz T X(Aq,..yan)}

Les fa, Puv, et @ sont bien définies. En effet :

Si (a1,....,an) = (b1,...,bn), alors a; ~g b; (1 < i < n). Donc,
d’aprés le lemme 1.5, f(a1,..,an) =E f(b1,...,by), et par conséquent
@z, am) = faa(br, oy bn).

De méme supposons que (@i, -..,d) = (b1,...,bn), donc al ~p b
(1 <% < n). Dou, d’apres le lemme 1.6, {r € A : '~ E—Afz T
P(ay,..,an)} = {1 € A : '~ I—ﬁ'"fz 7 : P(by,...,b,)}, ou alors,
P/\A(ﬂy"'ya'in) = P/\A(E,---,E)-

La méme démonstration se fait pour ®. [

Le lemme suivant va nous permettre de démontrer le théoréme I.

LemME 3.2 : Soient S une formule du langage L, et T un A-terme.
(i) Si S estVy, et €| S |pmz, alors '~ l—%tz . 8.

(i) Si S est V5, et I'~ "?4’7}'2 7: 8, alors 7 €] S |pm 7

Preuve: Par induction simultanée sur les types V; et V; .

Preuve de (1)

e Si S est atomique, alors S = X(a1,...,a,), ol les a; sont des
termes, et X une variable (resp. un symbole) de relatlon n-aire. Soit 7 €
| S |\mz=| X(a1,...,an) mz={0€A: T~ I_.Afz 6:X(ay,..,an)}
I en résulte que 7 €| S [pqz ssi '™ Hh, 7 8.
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e SiS=B—-C,ouBestV, et CestV],soit7€|B— C|pmz. 1
existe une infinité de ¢z € N tel que B = A;. On choisit un ¢ de fagon que
x; ne soit pas libre dans 7. On a z; : B F 452 z; : B, donc, d’apres (i),
z; €| B |mz, et alors (1)z; €| C |mz, et donc, d’apres I’hypothese
d’induction, '~ P—i”fz (T)Ql‘z : C. Donc il existe un A-terme 7’ tel que
(T)a; gy ' et Iy, b ar, 7 2 C, par suite 7 ~g, Ax;(T)x; >, AziT'.
Si z; € Fu(r'), alors FM + Fars Az;7' : B — C. Sinon on peut
écrirte I',,,x; : B b ar, 7 : C, et comme Fu(r') = Fv(A\z;7’), alors
Iy, . Fars Azit’ : B — C. Par conséquent '™ +% 7 : S.

e Si S =VXB, avec B est V], alors 7 €| VX B |pze (VO :| M |"—
Ps, ()T €| BIX] | m,zix~@)- Soit Y une variable de relation n-aire
qui ne figure pas dans I'- et B. Donc 7 €| B{X] |m z(x |V 2=
| B[Y/ X] | M.z, d’apres le lemme 2.3. D’ou par hypothese d’induction,
r— A wr, T @ BlY], donc il existe un A-terme 7' tel que 7 ~g, T

t I, Far, ™+ B[Y]. Par conséquent il existe un A-terme u tel que
T —pgy u et 7! — gy U, €t, d’aprés le lemme 1.1, il existe un A-terme
" tel que 7 —g 7" et 7" =y u. Donc Fu(u) = Fu(r") C Fu(r')
et I, Far, ™ ¢ B[Y], d’ol, par le choix de Y et le fait que
Fu(r") C Fu(r), on déduit que I, Far, 7 : VY B[Y], et donc
I~ i—in]_-2 T: 8.

e Si S = VzB, avec B est Vi , alors 7 €] VzB [mze (Va €
| M |)(7 €| Blz] |mz[w—q)- Soit y une variable de L qui ne
figure pas dans les formules de I'~ et B. Alors on a : § €| M |,
donc 7 €| Blz] |pm zjeey=| Bly/z] Imz (d’aprés le lemme 2.2).
D’on, d’apres I’hypothése d’induction, '~ A Ar, T ¢ Bly), et par le
méme ralsonnement qu’au cas précédent et le choix de y, on obtient
I I_A]-'z : S,

Preuve de (ii)

e Si S est atomique, le résultat découle immédiatement de la définition
de Ing (voir (3)).

e Si S=B — C, o B est V;’ et C est V,, supposons I~ l-ﬁ"fz
7 : B — C. Donc il existe un A-terme 7’ tel que 7 =g, 7'
et F_ }—Afz ™ : B - C. Si u €| B |mz, alors d’apres (i),
r— +Pn "wr, u : B, donc il existe un A-terme v’ tel que u ~g, w
et I, '__A]-'z v : B. Dou F( N Far. (7 @ C, et comme.
(T)u ~g, ('), alors I'~ I—AJ_-2 (T)u : C. D’ou, d’apres 1’hypothese
d’induction, (7)u €| C |z z. Par conséquent 7 €| B — C |am 7.
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* Si S =VzB, o B est V,, supposons que I~ }'%rz T : VB (),
et soit ¢ €| M |. Donc a = b, ou b est un terme de L. D’apres (-),
il existe un A-terme 7' tel que 7 ~g, 7' et I, Far, 7' : VB, par
suite I, bz, 7 1 B[b/z]. Donc, d’aprés I’hypothése d’induction,
7 €| Blb/z] |mz=| B |z =! B IMzz—q (dapres le lemme
2.2). Comme | B |z 7p—q) €St ~py-saturée, on aura 7 €| B | g 7[zeq]-

e Si $ =VXB, ou B est V;, supposons que I'~ I—i”fz T : VX B. Alors
il existe un A-terme 7’ tel que 7 ~g, 7' et I Fax, 7 : B, donc
I'™ b 47, 7 B, et par hypothése d’induction, 7/ €| B |q,z. Donc
7 €| VXB |pm 7, car X ne figure pas dans B, et comme | VX B |y 7
est =g, -saturée, on aura 7 €| VX B |pq 7. A

On peut déduire maintenant la preuve du théoré¢me I.
Preuve du théoréme 1 :

e La condition suffisante est une conséquence directe du théoréme 2.1,
et du fait que l’interprétation d’un type du systtme .AF2 dans un
Agy-modele M est une partie =g, -saturée.

e La condition est nécessaire. En effet : Soient A un type V3 clos, et ¢
un A-terme tel que t €| A |g,, alors t €| A |r, pour tout Ag,-modele
M associé€ a un ensemble '~ (comme décrit avant). De plus on peut
supposer que I'~ ne contient pas de déclarations pour les variables
libres de ¢, i.e I} = §. D’aprés le (i) du lemme 3.2, '™ F5l ¢ : A,
donc il existe un A-terme t' tel que t ~g, t' et I}, Fax, t' : A, par
suite, il existe un A-terme u tel que t — g, u et t — gy u, et d’apres le
lemme 1.1, il existe un A-terme t” tel que ¢’ —4 t” et t’/ —; u. D’ou
Fo(#") C Fu(t) et Iy, Fax, t' 1 A. Or Fu(t") = Fu(u) C Fu(t),
donc I, C I,” = 0, par conséquent ¢ ~g, t” et - 472 t" : A. '

D’aprés le théoreme 3.1, on peut déduire le résultat suivant :

THEOREME 3.3 : Soient A un type \/2+ clos du systeme AF2, et t un \-terme,
alors :
t €| A |gy ssi il existe un A-terme t' tel que t ~py t' et - q72, t' 1 A

COROLLAIRE 3.4 : Soient A un type V;’ clos du systeme AF2, et t un \-terme.
Sit €| A |gy, alors t est normalisable et 3-équivalent a un terme clos.

Preuve: Si t €| A |gy, alors, d’apres le théoréme I, il existe un \-terme
t' tel que t ~pg, t' et Faxy t' : A. Donc ¢ est Bn-équivalent 2 un terme
normalisable clos. D’ou le résultat d’apres le lemme 1.2. [
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REMARQUE : La condition ‘v’; est nécessaire pour avoir le théoréme I.
En effet, soit

D =VX{VY (Y - X) — X}

Il est clair que D n’est pas V3. Posons ¢t = Az(x)(6)8, ot § = Az(z)z,
alors on a : t €| D |g,, et t n’est pas normalisable. Pour montrer que
t est bien un terme de | D |g,, soit M un Ag,-modele, montrons que
t €l VY — X) — X |mx—z pour tout £ € Pg, (A). Soient
u €] YY(Y — X) |mxe—z)» et =’ T’ensemble des A-termes qui ne
sont pas normalisables. =’ est évidemment une partie ~g,-saturée de A.
Comme u €| VY (Y — X) [px ez} alors uw €] Y — X |y x—3) [y ==
cest-a-dire u € E — = On a (§)§ € Z/, donc (u)(8)§ € Z. Or
(tu = (Az(x)(8)6)u —p (u)(6)6, d’odr (t)u € E.

Posons t' = Az(z)y, ol y est une variable. On a : t' €| D |g,,
et t' n’est pas fIn-équivalent a un terme clos. En effet, d’une part ' est
normal et non clos, d’autre part nous montrons que t' €| D |g,, soient
M un Agy-modele quelconque, et u €| VY (Y — X) |y x—z pour

=

tout = € Pg, (A). Considérons Z" I’ensemble des A-termes qui sont 3-

équivalent a une variable. =" est évidemment une partie ~g,-saturée de

A. Alors u €] Y — X |y [xeg)yezr, Cest-a-dire u € E' — Z, et
comme y € Z", on obtient (u)y € E. Or (t)u = (A\z(z)y)u —p (v)y, d’od
(tu e E. 'y

Le systeme de typage F de J.-Y. Girard est le sous-systeme de AF2, ou
on a seulement des variables propositionnelles et des constantes (symboles
de relation O-aire). Donc les variables du premier ordre, les symboles de
fonction et le systeme d’équations sont inutiles. Les regles de typages sont
les regles (1),(2),(3) et (6),(7) du systtme AF2 restreintes aux variables
propositionnelles.

Si on se restreint au systeme F, un Ag-modele (resp. Ag,-modele) est
composé uniquement d’une partie adéquate R de Pg,p) (resp. Ps, (x))s
et pour toute constante (resp. variable) propositionnelle P, d’un élément
| P |yp de R.

Le théoréme I s’énonce dans le systeme F de la facon suivante :

THEOREME 3.5 : Soient A un type V;" clos du systéme F, et t un A-terme.
t €| A |py ssi il existe un \-terme t' tel que t ~p, t et br t' : A.

Ce théoréme a ét€ démontré par R. Labib-Sami (voir [7]).
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4. SECOND RESULTAT DE COMPLETUDE

Dans ce paragraphe, nous allons démontrer un théoréme analogue au
théoréme I avec la (B-réduction et pour une classe plus restreinte de types.

Les types propres sont définis de la fagon suivante :

e Une formule atomique est propre ;

e Si A et B sont propres, alors A — B est propre ;

e Si A est propre, et z (resp. X) une variable d’individu (resp. de relation
n-aire qui figure dans A), alors Vz A (resp. VX A) est propre.

On définit de la fagcon suivante les types positifs (resp. négatifs), notés

en abrégé V1 (resp. V™) :

e Une formule atomique est ¥V (resp. V™) ;

e Si A est V* (resp. V™ qui ne commence pas par un quantificateur du
premier ordre) et B est V™ (resp. V1), alors B — A est V1 (resp. V™) ;

e Si A est V*, et X une variable de relation qui figure dans A, alors
VXA est VT

e Si A est V7, alors VzA est V™.

D’aprés cette définition chaque type V' (resp. V™) est propre.
Précisément les types V' sont les types ol :

— Les quantificateurs du second ordre < actifs > sont positifs.

— - Les quantificateurs du premier ordre sont négatifs.

— Les seules variables du second ordre sur lesquelles on peut quantifier

sont < actives >>.

— On n’a pas le droit de mettre un quantificateur du premier ordre juste

derriere une fieche.

D’apres la définition ci-dessus, on peut remarquer que si A est V—, alors
A est de la forme VE(A1 — (A2 — (... = (An = X(t1,..-,tn))...))), o0 €
est une suite finie de variables du premier ordre, 4; (1 < 7 < n) des types
v+, et X une variable ou un symbole de relation n-aire.

1l est clair que si A est un type V™ et A < B, alors B est V_, et une
variable du second ordre qui est libre dans B est aussi libre dans A.

Soit A un type. On définit les sous-types positifs (resp. négatifs) de A
de la facon inductive suivante :

- Si A= X(t1,...,tn), alors A est le seul type positif et.négatif de A.

- Si A= B — C, alors les sous-types positifs (resp. négatifs) de A sont

les sous-types négatifs (resp. positifs) de B, et les sous-types positifs
(resp. négatifs) de C.
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— Si A =VXB (resp. Vz B), alors les sous-types positifs (resp. négatifs)
de A sont les sous-types positifs (resp. négatifs) de B.

Les sous-types positifs (resp. négatifs) d’un type forment en général un
ensemble infini, car par exemple pour le type VX B[X], il faut considérer
comme sous-types positifs, B[Y], B[Z], etc. Intuitivement, on écrit la
formule avec des noms différents pour les variables liées auquelles on
associe des ensembles dénombrables disjoints de variables. Pour chacune
des variables liées, on utilise 1’ensemble correspondant de variables.
Illustrons maintenant cette définition (non formelle) par un exemple. Soient
A=VX{X - VY (Y — X)}, {X;/i > 0} et {Y;/i > 0} deux ensembles
disjoints de variables propositionnelles. Les sous-types négatifs de A sont :
Xi,Yi, i > 0 et ses sous-types positifs sont : 4, VY (Y — X;),Y; — X;, X;
avec 2,7 > 0.

D’autre part, on appelle type avec substitution, tout type de la forme
Alt1/z1, ..., tn/zy], obtenu par substitution simultanée de t; a z1,..., tn 2
z, dans le type A, ou z1,..., n sont des variables d’individu, et £1,..., tp
des termes du langage.

On dit qu’un type VT (resp. V™) A satisfait la condition (*) si, lorsque
B et C sont deux sous-types négatifs (resp. positifs) avec substitution de A,
alors on ne peut pas avoir les propriétés suivantes :

B < G,G~ Cy,
et
C<Ci— (Cy— (.. (Cp— D)..)),
ot C1,Cy,...,Cp, D et G sont des types du systeme AF2.
Rappelons bien que B < G signifie que B < G et B # G.

Pour la vérification de la condition (*), il s’agit d’un test s’appartenant a
I’unification modulo une théorie équationnelle £ (ou E-unification), et donc
il est facile de voir qu’il est indécidable lui aussi, par exemple par recodage
du probléme de Post ou du dixiéme probléme de Hilbert (voir [3]). Ce test
est donc par définition difficile en général.

On dit qu’un type A est un bon type positif (resp. bon type négatif), noté
en abrégé BT (resp. B™) s’il est V* (resp. V™) et satisfait la condition (*).

REMARQUES : (1) J.-L. Krivine a présenté dans [6] une méthode pour définir
les types de données syntaxiques du systeme AF2. Par exemples :

e Le type booléen est la formule :

Blz] = VX{X0 — (X1 — Xuz)},
ou O et 1 sont des symboles de constante.
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e Le type des entiers naturels est déja défini.
e Le type des listes d’éléments de type U est la formule :

LU[z] = VX{X0 — [VyVz(Uly] — (Xz — Xcons(y,z))) — Xz|},

ol cons est un symbole de fonction binaire et (§ une constante.

(2) K. Nour a défini dans [8] une autre classe des types de données (types
de données descendants). On peut vérifier également que ces types sont tous
des Bt. 'y

Soient L un langage du second ordre et E un syst¢tme d’équations de L,
ce qui définit le systtme de typage AF2.

On se propose de démontrer le théoréme suivant :

THrorEME II Soient A un type BT clos du systéme AF2, et t un \-terme,
alors: t €| A |g ssit —pt' et byp t' @ A

Pour démontrer ce théoréme, on a besoin de certaines définitions et d’un
lemme.

Soit A un type BT du systtme AF2. On note B} (resp. B; ), I’ensemble
des sous-types positifs (resp. négatifs) avec substitution de A. Soient
Q = {z;/i € N} une énumération d’un ensemble infini de variables
du A-calcul, et notons par A; (i € N) les sous-types B; de A, ou
chaque type A; se répéte une infinité de fois. On définit alors 1’ensemble
I'y = {z; : A;/i € N}. Soit u un A-terme, tel que Fv(u) C 2. On définit
le contexte Iy, comme étant la restriction de I'y sur les déclarations
contenant les variables de Fv(u). La notation I"y F4x, u : B exprime que
r X,u Fars. u : B.

On pose I'y Fi]—'z u : B ssi il existe un A-terme o/, tel que u —g v
et I'y Fars v : B.

On définit le Ag-modele M et D'interprétation 7 de la méme fagon
qu’au paragraphe 3 (en remplagant '~ par I, et la B7-€équivalence par la
[B-réduction). Alors on a le lemme suivant :

LemMme 4.1 : (i) Si S est un sous-type Bf de A, et 7 €| S |m .z, alors
ry I—ﬁf2 T: 8.
(ii) Si S est un sous-type B de A, et I'y I—Cju-z T7:8,alorsT €| S |mz.

Preuve: Par induction simultanée sur les sous-types BY et By de A (la
complexité étant le nombre de symboles logiques dans le type).
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Preuve de (1)

Si S est atomique, alors on a la méme preuve que celle du lemme 3.2.
Si § =VXB, ou Best Bf ,alors 7 €| VXB |pze (VO | M |"—
Ps,ay))(T €| BIX] |m,zix —a|- Soit Y une variable de relation n-aire
qui ne figure pas dans I'y et B. Donc 7 €| BIX] |y 7(x |y |u.z]=

| B [Y/ X] |mz, d’apres le lemme 2.3. D’ol par hypothese d’induction,
I’/1 }—Afz 7 : B[Y], donc il existe un A-terme 7’ tel que T —g 7' et
I'y . Far. 7 BlY]. Comme Fu(r') C Fu(r), alors par le choix
de Y, on dedult que I'y ., Far, 7 : VYB[Y] = VXB, et donc
Iy lh.A]-‘z T : 8.

Si S =B — C,ouBestB; et Cest Bf, alors soit 7 €| B — C |pm,7,
et soit ¥ une variable du A-calcul telleque y : B € I'; .Onay: B k47
y : B, donc, d’apres (i), y €| B |m,z, par suite (7)y €] C |um 7, et
donc, d’aprés 1’hypothese d’induction, I I—ﬁ]_-z (r)y : C. Dot il
existe un A-terme 7' tel que (T)y —p 7', et Iy Fax, 7' : C. Ll en
résulte que (7)y est normalisable, et donc 7 est normalisable. La forme
normale de 7 est  ou (z)7i...7, (n > 1) ou Az4.

Cas 1: Si 7 —p =, alors (1)y —p (z)y. Comme I'y , baz, 7' : C,
on auwra Iy, tar. (z)y : C. Or Fu((z)y) C Fu(r'), donc

X(m)y Far. (2)y : C. Do, d’apres le corollaire 1.9, la variable
x est déclarée d’un type F' dans I', A(w)y AVEC FL<G—-D,D~

D.r r; () Far. v : G,C = VED', et € n’est pas libre dans F‘;(m)y,
ol G est VT et D est V™ qui ne commence pas par des quantificateurs.
y: B €Iy, donc B < B',B' ~ B", G = V¢B”, et &€ n’est pas
libre dans F;(w)y.
Supposons que £ commence par une variable du second ordre X.
Comme X n’est pas libre dans I' A )y alors X n’est pas libre dans
F.Or F <G — D, cequi 1mphque que X n’est pas libre dans D,
donc non plus dans D'. Ce qui contredit le fait que C est propre. De
plus € ne peut pas commencer par une variable du premier ordre, car
C est Vt, dou C = D'.

Maintenant, comme G est Vt, on démontre de la méme maniére que
G = B".

D’autre part on a B = B’, car sinon, i.e si B < B’, alors, comme
F < G — D et G ~ B/, on obtient une contradiction avec la
condition (*).

Finalement on a F;r Far. z : F, par conséquent Iy, Farz: G —
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D,etdonc I'y  Far, v : G — D'.D'od Iy Far, z: B" — C,
donc FX’I Far. z: B — C, et par suite ', f—ﬁ}-Z T: 5.
Cas 2:

Si 7 —p (z)711...70, alors (7)y —p (2)71...7y. Comme I';,T, FAFs
7 : C et Fo((z)7y...tay) C Fu(7'), on déduit que Iy (o my FAF2
(z)7...7ay = C. Donc, d’apres le corollaire 1.9, = est déclarée d’un
type F dans Iy, ., avec i F < G — Di, Di ~ Dy,
D; = Ciy1 = Diy1, Diy1 ~ Diy; A <i<n-1), D, =G —
Dy, Dn+1 ~ D;H—l’ FA_,(JC)Tl...Tny Fare Ti : C; 1 <1< m,
F;’(l\)rwrny Far. y: G, C = V€D, et £ nest pas libre dans
CA(2)Ty TRy

. - ! ! 1 —_ 1! ¥
Y B € FA,(:E)TI...‘T“y’ donc B < B',B'~ B", G =VEB", et £ n'est
pas libre dans FA,(@)T,..‘Tny‘
£ ne commence pas par une variable du premier ordre, car C est V1.
Si € commence par une variable du second ordre X, et comme C est
propre, cette variable doit étre libre dans D), , ;, donc elle est libre dans
Dyy1, et donc dans D), aussi. Par conséquent X est libre dans tous les
D; (resp. D)) (1 <i<n+1). Donc X est libre dans F, et par suite
dans Iy .\ . .»ce qui est impossible. D’ob C = D ..
De la méme maniére et comme G est V', on démontre que G = B”.
D’autre part, on remarque que B = B’, car sinon, i.e si B < B/, et
comme on a montré que F' < C; — (€ — (.. — (Cp — (G —
C)...))) et B" ~ G, alors on obtient une contradiction, d’apres la
condition (¥).
Finalement on a F;(m)nm“ Far, = : F, donc FX’(‘I)TI”_TH FAFs
()7y...7n : G — Dy4. Par conséquent F;(x)n...rn Fars ()10
G — D, ,, et alors Iy @yrer, FAF2 ()ry...7n + G — C. D’on
FX,(&:)T,...rn Fars (). 7 : B — C, et donc I'y Fi]—‘z 7:8

Cas 3 : Si 7 —p Azf, alors, comme I’ensemble I'y contient une
infinité de déclarations pour chaque sous-type By de A, soit y une
variable déclarée de type B dans I';, n’appartenant pas a Fuv(#).
Alors (1)y —p (M8)y —p O[y/x]. On a I'y ., FaF. 7' = C, donc
Iy Fare Oly/z] : C, et donc, Ty otyra) FAF2 fly/x} : C, car
Fu(ly/z]) C Fo(r'). D'od Iy, oo Far. Aybly/z] - B — C.
Comme y n’est pas libre dans 6, alors Ayf[y/z| = Azf, par conséquent
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Iy bap, Aeb : S et Iy Foyp 71 8.

Preuve de (i1)

Si S est atomique, alors on reprend la méme preuve de (ii) du lemme 3.2.
Si S=B — C, ou B est Bj‘ et C est By, supposons [’} FﬂAfz
7 : B — C. Donc il existe un A-terme 7' tel que 7 —pg 7’ et
Iy Fars T : B — C. Si u € B |mz, alors d’apres (i),
Iy '_fu—'z u : B, donc il existe un A-terme v’ tel que u —g v
et Iy, Far. v : B. Dol I’X(T,)u, Far. (7' : C, et comme
(T)u —g (7')u/, alors I'y I—i],-z (t)u : C. D’ol, d’aprés 1’hypothése
d’induction, (7)u €| C |pm,z. Par conséquent 7 €| B — C |am 7.

Si § =VzB, ou B est B, supposons que ry I—ifz T : Vz B, et soit
a €| M |. Alors on a : a = b, ot b est un terme de L, et il existe
un A-terme 7’ tel que 7 —g 7' et I'y ., Far, 7' : V&B, par suite

I'y ., Fars 7 : Blb/z]. Or, par définition, B[b/z] est un sous-type
BS_’ de A, donc d’apres I'hypothese d’induction, 7 €| B[b/z] |pm z=]
B |M’I[l_(_5]: | B |\ zje—aq) (d’aprés le lemme 2.2). Par conséquent
T €| B | M Zjw—a)> €t ce pour tout a € M; donc 7 €| VzB [pmz. W

On peut déduire ainsi la preuve du théoreme II.

Preuve du théoreme 11 :

La condition suffisante est une conséquence directe du théoré¢me 2.1,
et du fait que Dinterprétation d’un type du systtme AF2 dans un
Ag-modele M est une partie — g-saturée.

La condition est nécessaire. En effet : Soient A un type BT clos, et t
un A-terme tel que ¢ €| A |g, alors t €] A |, pour tout Ag-modele
M associ€ a un ensemble [, (comme décrit avant). De plus on peut
supposer que I'; ne contient pas de déclarations pour les variables
libres de t, i.e I';t = {. D’apres le (i) du lemme 4.1, I l—ih t: A,
donc il existe un A-terme ¢’ tel que t —p t' et Iy, Far. t': A
Comme Fu(t') C Fu(t), alors I'y,, = 0, d’olt le résultat. 'Y

D’apres le théoreme 3.1, on peut déduire le théoréme suivant :

THEOREME 4.2 : Soient A un type B clos du systeme AF2, et t un A-terme,
alors : t €| A |g ssi il existe un \-terme t' tel que t —pg t' et 572, t' : A

COROLLAIRE 4.3 : Soient A un type B clos du systtme AF2, et t un
A-terme.
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(i) Sit €| A |g, alors t est normalisable et se réduit par [3-réduction a
un terme clos.

(i) | A |g est stable par 3-équivalence (i.e sit €| A |g et t ~g t', alors
t El A | B ).

Preuve: (i) Sit €| A | 8- alors, d’apres le théoréme I, il existe un A-terme
t' tel que t —p t' et Far2 t' : A. Donc t se réduit par S-réduction 2 un
terme normalisable clos, d’ou le résultat.

(ii) Soit t €] A |g, avec t ~p ¢, alors il existe un A-terme v tel que
t —»p vett —g v Or dapres le théoreme II, il existe un A-terme u tel
que t —g u et 479 u : A. On peut supposer que u est normal (car sinon
u —g w, w normal et k472 w: A). Dot v —g u, et comme b 472 u : A,
alors d’apres le théoreme 2.1, u €| A |g. Mais | A |g est — g-saturée, il en
résulte que v €| A | et par suite t' €] A |. a

ReMARQUES : Nous allons voir que les conditions qui définissent un type
Bt sont toutes nécessaires pour avoir le théoréme II.

(1) Considérons les types

A=VX{(Y0 - VyXy) — (Y0 — X0)}
B =VYX{Vz(X0 - (Xz — X0)) — (X0 — Vz(Xz — X0))}
C =VX{(VzXz — X0) - (X0 — X0)}

11 est clair que ces types sont propres, satisfont la condition (*), mais ils ne
sont pas YVt (dans A et B on a un quantificateur du premier ordre derriere
une fleche, et dans C, le probleme vient d’un quantificateur du premier
ordre positif).

Wars I = Axx : A, car sinon on aura, £ : YO — VyXy Far z: Y0 —
X0. Ce qui est impossible, d’apres le théoreme 1.8.

Pourtant I €| A |g : Soit M un Ag-modéle quelconque, il faut
montrer que I €| (Y0 — VyXy) — (YO — XO0) |7 x—z pour tout
Ze P'si\f(lf\) Considérons donc un élément = dans PgZI(IA ;siu el (YO —
VyXy) |ax—z)s et v €] YO [p. Alors on a : (u)v €] YyXy |ar x5
et comme ([)uv —g (w)v, on voit que (Nuv €| VyXy | [x—g)
car | VyXy |a[x=) est une partie —pg-saturée de A. Par conséquent
(Duv €] X(0) |ar,ix—z= E(0n).

De méme pour B, il est clair que Y472 I : B. De plus, si M est un
Ag-modele et = € Pék{t\), alors en supposant que u €| V(X0 — (Xz —
X0)) |agx—=)» v €] XO |a7,x—z)> et en prenant un €lément quelconque

vol. 31, n° 6, 1997



536 S. FARKH, K. NOUR

a de | M |, on voit que u €| (X0 — (Xa — X0)) |ax—=, et donc
(u)v €] Xa — X0 |pxez), dob (DHuv €] Xa — X0 |p(x—z) Par
conséquent I €] B |j.

On reprend la méme démonstration pour C.

(2) Soit

C' =VX{(VY X0 — X0) — (X0 — X0)}

C’ satisfait la condition (*), et vérifie toutes les propriétés qui figurent dans la
définition d’un type V1, sauf le fait qu’il n’est pas propre. On peut démontrer
comme dans (1), que I €] C’ |3, et Yurs I : C.

(3) Reprenons I’exemple du type D = VX{VY (Y — X) — X} décrit
dans le paragraphe 3. D est un type propre qui satisfait la condition (*),
mais il n’est pas ni V* ni \7’5‘. Par une démonstration analogue a celle qui
est déja faite, on voit que le A-terme t = Az(z)(6)6 €| D |, et ¢ n’est
pas normalisable.

De méme ¢ = Az(z)y €| D |g, et ¢’ est normal et non clos.
Considérons enfin les types

E =VX{Vz(Xz — X0) - (VzXz — X0)}
F =VX{Vz(X0 - (Xz — X0)) — (X0 — (VzXz — X0))}
K = VXVY {Vy{[Vz(X(z,0) — X(0,0))

(Y X(2,9) — X(0,0))] > Y} — ¥}

E et F sont VT, mais ils ne satisfont pas la condition (*). En effet :

Pour F, on a : Vz(Xz — X0) < (Xz — X0), et Va Xz < Xz

Et pour F, on a : Vz(X0 — (Xz — X0)) < X0 — (Xz — XO0), et
VXz < Xz.

De la méme maniére, on démontre que I €| E |g (tesp. I €] F |p), et
que Haro I : E (resp. Yar2 I : F).

K nest pas Bt pour des raisons plus compliquées. En effet :
V(X (z,0) — X(0,0)) < X(z,0) — X(0,0) et VzX(z,y)[0/y] <
X (z,0).

On démontre facilement que Az(z)] €| K |g et 470 Az(z)] : K. &

1l est clair qu’un type du systeéme F est B ssi il est VQL et propre. D’oll
le résultat suivant:

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications



RESULTATS DE COMPLETUDE POUR DES CLASSES DE TYPES DU SYSTEME A72 537

THEOREME 4.4 : Soient A un type V3, clos et propre du systéme F, et t
un \-terme, alors: t €| A |g sst il existe un A-terme t' tel que t —pg t' et
Fr ot A
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