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SUR LE PRODUIT AVEC COMPTEUR MODULO
UN NOMBRE PREMIER (*)

par Pierre PÉLADEAU (*)

Communiqué par J. E. PIN

Résumé. - Nous montrons que la hiérarchie obtenue à partir d'une variété de langages en itérant
le produit avec compteur modulo un nombre premier s'effondre au premier niveau, et ceci quelle
que soit la variété de départ. Nous montrons aussi l'équivalence entre le produit avec compteur
modulo p et le produit avec compteur modulo pr pour tout nombre premier p et tout entier r ̂  1.

Abstract. - We show that the hierarchy obtained from a variety of languages by iterating the
counting modulo a prime number product collapses at thefîrst level, and this whatever the starting
variety is. We also show the équivalence between the counting modulo p and counting modulo pr

products for all prime p and integer r}£\.

1. INTRODUCTION

Une part importante de la recherche sur les langages rationnels (et par la
correspondance de Eilenberg [2], sur les monoïdes finis) concerne les opéra-
tions permettant de construire des langages (ou des monoïdes) complexes à
partir d'éléments plus simples. On pense notamment au produit en couronne
et à la célèbre théorie de composition et de décomposition des monoïdes de
Krohn-Rhodes (voir [2]).

Le produit avec compteur est une opération relativement nouvelle [9, 13,
6, 14] qui s'inscrit dans cette lignée. Il tire son nom de sa correspondance
avec l'opération sur les langages qui consiste à compter, dans un semi-anneau
donné, l'apparition de sous-mots dans un certain contexte. Cette opération
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554 P. PÉLADEAU

est une généralisation du produit de Schützenberger [7] qui est le cas spécial
lorsque le semi-anneau est celui de Boole.

La chaîne de variétés obtenue en itérant le produit de Schützenberger à
partir de la variété triviale donne une hiérarchie infinie appelée la hiérarchie
« dot-depth » [1],

Dans ce papier nous étendons un résultat de Eilenberg sur les /7-groupes
[2, chap. 8, §10] en montrant que ce résultat sur la hiérarchie dot-depth ne
tient plus si on remplace le semi-anneau de Boole par ZO p , avec p premier,
et quelque soit la variété de départ. Nous montrons plus précisément que la
clôture de toute variété de monoïdes par le produit avec compteur Zo p est
obtenue par une seule application de cette opération. Nous montrons aussi
que la puissance du produit avec compteur Zo p est la même que celle du
produit avec compteur Zo pr, pour tout r ^ 1.

Les méthodes employées s'inspirent de l'idée de Smolensky [8] qui consiste
à utiliser des polynômes pour reconnaître des langages.

2. PRÉLIMINAIRES

Soient K un semi-anneau unitaire et M un monoïde fini. Un polynôme est
une application/: M ̂ > K. Soit me M, l'élément ƒ (m) e K est souvent appelé
le coefficient de m dans ƒ On utilise alors la notation ƒ = £ f (m) m. L'en-

meM

semble des polynômes de M dans K, noté K(M}, est un monoïde avec la
multiplication donnée par :

fg= Z ( I f{mx)g{m2))m.
meM m = mim2

Soient Mu . . ., Mn des monoïdes finis et M=MX x . . . xMn. Le produit

K O„(M l 5 . . ., Mn), introduit par Thérien [13] (sur les congruences), Pin [6]
et Weil [14], est le sous-monoïde du monoïde des matrices n*n à coefficients
dans K( M )5 constitué des matrices P vérifiant :

PUj=Q$ii>j;
P M = (1, . . ., 1, mt, 1, . . ., 1), avec m^M^ et
Pu j£K( (1 x . . . x 1 x Mi x . . . x Mj x 1 x . . . x 1) >, si i <j.

Lorsque K~Zttq, ce produit est appelé produit avec compteur (seuil/,
modulo q). Ce produit est une généralisation du produit de Schützenberger
(où K=Zlt J introduit par Schützenberger [7] pour le cas w = 2, et Straubing
[10] pour le cas général.
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PRODUIT AVEC COMPTEUR MODULO UN NOMBRE PREMIER 555

Rappelons qu'une variété de monoïdes finis est une classe fermée par
produit direct et par division (image homomorphe d'un sous-monoïde). Cette
opération sur les monoïdes s'étend alors à une opération sur les variétés en
prenant pour toute variété V, K 0 V la variété engendrée par les monoïdes
de la forme KOM avec Me V.

Soit A un alphabet fini, on notera A* le monoïde libre engendré par A.
Une partie L de A* est appelée langage. Un langage L<=A* est reconnu par
un monoïde fini M si et seulement si il existe un morphisme <p : A* -• M tel
que Lqxp~1 = L. Un tel langage est dit reconnaissable.

Le quotient (ou résiduel) à gauche (resp. à droite) d'un langage L^A* par
un mot ueA* est le langage w"1 L={v\uveL} (resp. Lu~x = {v\vueL}).

Une variété de langages est une classe de langages reconnaissables (définie
pour chaque alphabet fini) fermée par les opérations de Boole U et \ , par
morphismes inverses entre monoïdes libres et par les quotients à gauche et à
droite par des mots. Il existe une bijection entre les variétés de monoïdes et
les variétés de langages [2].

Soient if une variété de langages et A un alphabet fini, on notera A* if
l'ensemble des langages L^A* appartenant à if. Si V est la variété de
monoïdes correspondant (par le théorème de Eilenberg [2, chap. 7, § 3]) à la
variété des langages L<=A* reconnus par les monoïdes de V.

Soient Lo, . . ., Ln^A*, et au . . ., aneA, f^O, q^\ et 0<>c<t + q. On
note (LQÜ^L^ . . . anLn)c t q le langage composé des mots weA* dont le
nombre de factorisations w^uoa1 u1 . . . anun, avec uieLi pour i= 1, . . . , « ,
est congru à c seuil t, modulo q. Cette opération sur les langages correspond
à l'opération du produit avec compteur sur les monoïdes. C'est-à-dire : pour
toute variété de monoïde V et pour tout t^O et # ^ 1 , la variété de langages
correspondant à Ztq OV est l'algèbre de Boole engendrée par les langages
de la forme (LoalL1 . . . anL^ctq, avec n ^ l , 0Sc<t + q et Lt reconnu par
un monoïde de V pour / = 0, . . ., n [9, 13, 6, 14]. Par extension de la notation
sur les monoïdes, nous noterons cette variété de langages Ztq §if.

3. UNE ALGÈBRE

Soit A un alphabet fini et soit !F l'ensemble des vecteurs de la forme
[Lo, al9 Lu . . ., ak, Lk], avec &^0, chaque ateA et chaque Lt reconnaissable.

De façon canonique, un élément f=[L09 au Lu . . ., ak, Lk] de 3F définit
une fonction ƒ : A* -• N, où ƒ (w) est le nombre de factorisation
w = uoax ux . . . akuk, avec uxsLi9 pour /= 1, . . ., k.
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556 P. PÉLADEAU

On appellera les éléments de & des monômes. Le degré d'un monôme ƒ e ^
(noté deg (ƒ )) est le nombre de lettres dans le vecteur représentant ƒ. Par
exemple, si f=[L09 au Lu . . ., ak, LJ, alors deg (ƒ) = &.

Soit ^ l'ensemble des sommes finies d'éléments de !F. Par extension de
la notation employée pour J^, les éléments de &z seront appelés des polynô-

mes et degl £ ft J = max{deg(/ i)|/e[m]}. Les éléments de tFz définissent
\i=l )

aussi naturellement des fonctions de A* dans

Wz/['••«•(.
On définit, par récurrence sur le degré, un produit entre monômes :

[Ko, a, ̂ ].W = Z ^ o n i W 1
) a, K.niuay'L]; (2)

, ci, K1 (bw) C\ {uo) LQ, b9 (vb) K± \

a, Kx H LJ. (3)
où

= f0 si fl#6,
{ l si a —è.

En (3), la première (resp. seconde) sommation est prise sur les triplets
(w, v9 w)e(A*)3 donnant des triplets (^0 p\ L0(av)~l

y Kl (bw)~l H (MÛ)"1 LO,

(vb)~l Kx H £i) (resp. (K0(bv)~l H LOi (ub)~l Ko H Lx (aw)"1,
^ n M " 1 ^ ) ) distincts. Puisque les langages Ko, Ku Lo et Lx sont
reconnaissables, ils n'ont chacun qu'un nombre fini de quotients. Par consé-
quent, ces sommations ne sont prises que sur un nombre fini de triplets
(M, V9 w)e(A*)3. De même pour (2).

L'ensemble ^ devient alors un anneau avec O = [0], 1 = [/!*] et le produit
défini par

Soient/, ge^z, on remarque que deg ( ƒ. g) = deg ( ƒ ) + deg (g) et pour tout

Informatique théorique et Applications/Theoretical Infonnatics and Applications
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Soit K un corps fini, on note K[&^ l'algèbre des polynômes avec variables
dans !FZ et coefficients dans K, L'algèbre quotient de K[tFj] obtenue en
identifiant 1 (f+g) à 1 (ƒ) + 1 (g), pour tout j \ ge^z, s'identifie aux polynô-
mes de la forme £ cifu a v e c c^K et/jeJ^. On notera ce quotient

Un élément f=Y,cift de K[^} définit une fonction f:A*-+K, par
ï = l

m

Soit L un langage de A* et ƒ un polynôme de ̂ [JH, o n dira que ƒ reconnaît
L s'il existe P g K tel que L=f~1 (P). On appellera polynôme caractéristique
de L tout polynôme/e A'[J*7] tel que

si weL,
si w£Z.

Un langage reconnaissable peut avoir et possède en général plusieurs
polynômes caractéristiques.

Exemple 1 : Soit L = (A*aA*)0>0t2 et K=Z0j2, alors [L] et \+[A*9 a, A*]
sont tous les deux des polynômes caractéristiques de L. D

On remarque dans cet exemple que le degré du second polynôme caractéris-
tique est plus élevé que le premier, par contre les langages utilisés dans sa
construction sont plus « simples ».

Soit y une variété de langages, on notera SF (ir) l'ensemble des vecteurs
de la forme [Lo, ax, Lu ...,ak,Lk], avec k^O, chaque a{sA et chaque

LteA* Y*.K[!F(Y*)} notera la restriction évidente de K\tF\
Nous terminons cette section avec quelques propriétés élémentaires.

LEMME 1 : Soit K un corps fini, soit 'V une variété de langages, et soit un
langage L s A* Y, Alors L possède un polynôme caractéristique dans K\!F (T̂ *)].

Preuve : [L]eK[lF(i^)] est un polynôme caractéristique de L. M

LEMME 2 ; Soit *f" une variété de langages et soient Lo, L1 ^A* des langages
ayant chacun des polynômes caractéristiques dans K[ïF 0 0 ] . Alors les langages
A*\L0, L0P\L1 et L0{JL1 ont aussi des polynômes caractéristiques dans

Preuve : Soient car (Lo), car (Lx) eK[<F (i^)] des polynômes caractéristiques
de Lo et L t . Alors

• 1 — car (Lo) est un polynôme caractéristique de A*\L0,
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558 P. PÉLADEAU

• car (L0).car (Lj) est un polynôme caractéristique de Lo O Lu et
• car (L0) + car (L^ — car (L0).car (LJ est un polynôme caractéristique

4. APPLICATION AU PRODUIT AVEC COMPTEUR

Nous utilisons les polynômes de Zo p[^] afin d'étudier les produits de
langages avec compteurs mod/?, pour p premier. Nous montrerons

THÉORÈME 3 : Soient y une variété de langages et p un nombre premier.

Alors ZOsP O(ZO i p .Oin = Zo,, O T T
La démonstration de ce théorème repose sur quelques propriétés de la

reconnaissance de langages avec les polynômes de ZotP[&'(nfr)].

LEMME 4 : Soit A un alphabet fini et soit K un corps fini. Si un langage
L^A* est reconnu par un polynôme dans K[^ OOL alors L a un polynôme
caractéristique dans

Preuve: Supposons K de caractéristique p. Soit f e K[^ (f^)] et ceK,
alors un polynôme caractéristique du langage ƒ - 1 (c) est 1— (ƒ— cY'1. La
démonstration résulte alors du lemme 2. •

La démonstration du théorème 3 découle des deux propositions suivantes.

PROPOSITION 5 : Soient A un alphabet fini, rT une variété de langages et p
un nombre premier. Alors un langage appartient à A* Zo p 0^ si et seulement
si il a un polynôme caractéristique dans Zo p [tF (YQ],

PROPOSITION 6 : Soient A un alphabet fini, y une variété de langages et p
un nombre premier. Alors tout langage de A* Zo p 0 (Zo p 0 ^ ) a un polynôme
caractéristique dans Zo>

Preuve de la proposition 5 : Tout langage de A*ZOfP 0^ est combinaison
booléenne finie de langages de la forme (Lo a1L1 . . . ak Lk)c 0 p, avec 0 S c <p,
chaque ateA et chaque L^A^y. Le langage (LoaxLx . . . akLk)c 0 p est
reconnu par le polynôme [Lo, al9 Lu . . ., ak, Lk] e ZOtP [«F(T^)], en
choisissant {c} comme ensemble reconnaissant. La démonstration de la pre-
mière implication découle alors des lemmes 2 et 4.

Réciproquement, soit L^A* avec comme polynôme caractéristique

X ct[LU0, a f i l , L i f l , . . ., aUkp LU

i=l

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications



PRODUIT AVEC COMPTEUR MODULO UN NOMBRE PREMIER 559

Alors
m

L = u n (A, o at, i A , i • * • ^ , fcj Li> k)dh o, p>
i = l

où l'union est prise sur tous les m-uplets (d1, . . ., dm)e{0, . . ., p- 1 }m tels
m

que X ^4=1. •

Preuve de la proposition 6. Soient K, LeA*ZOiP 0 ^ , û e i et
On démontre comment obtenir un polynôme caractéristique dans
Zo p [IF (i^)] pour le langage (Ka L)c 0 p. La construction donnée se généralise
facilement pour un produit plus long et la démonstration de la proposition
résulte alors du lemme 2.

Par la proposition 5, K et L ont tous les deux des polynômes caractéris-
tiques dans Zo.pI^On]- Soient

car (K) = X c( [Ku 0 , ai% u Ktl, . . . , au k., K^ k}
i = i

et
n

c a r ( L ) - X ^ [ ^ o . h u Lj, u - • ->bj,ij> Lj,ijl

deux de ces polynômes caractéristiques pour K et L respectivement.
Soit weA*. Le nombre de factorisations w^uav, avec ueK et ueL est

donné par

II s'ensuit que {KaL)c 0 p est reconnu par le polynôme

m n

i=X j = l

appartenant à Zo p [& (i^)], en choisissant {c} comme ensemble
reconnaissant. La démonstration découle alors du lemme 4. •

THÉORÈME 7 : SozY 'V une variété de langages et soient p un nombre premier

et r^l. Alors ZOtpr <>f =-ZOtP Or.

Les deux lemmes suivants seront - utiles dans la démonstration du
théorème 7. Ces lemmes peuvent être déduits d'un résultat ancien en théorie
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560 P. PÊLADEAU

des nombres (voir [3, p. 417]). Nous en donnons la démonstration ici pour
rendre ce travail complet.

LEMME 8 : Soient p un nombre premier et m ̂  1 un entier multiple de p.

Alors pour tout k^l : p divise ( ) si et seulement si p divise ( ).
\ k J \pkj

Preuve : Supposons p divise

(mlp\(mlp)(mjp- 1) . . . (m/p-(k- 1))
k ) k(k-l) , . . 1

Alors p divise

m(m—p). . . (m — (k —

pkp(k-\) . . .p

Puisque p ne divise pas pa — b pour tout a ^ l et \^b<p, on déduit que p
divise

m(m— 1) . . . (m — (pk— !)) s

pk(pk— 1) . . . 1 \pkj

Supposons maintenant p divise

m\_m(m~ 1) . . . (m — (pk— 1)) m(m~p) . . . (m — (k— l)p)

pk(pk-l).. .1 pkp(k-l).,.p

pour

Alors /? divise

k(k-\).. .

Puisque /? divise m, on déduit que p ne divise pas a et donc /? divise

(T) •
Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications
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LEMME 9 : Soient p un nombre premier et m, r ^ l des entiers avec m un

multiple de p. Alors pr divise m si et seulement si p divise ( . 1 pour

Preuve : Par récurrence sur r. Si r= 1, il n'y a rien à démontrer.

Supposons pr divise m. Alors pr~x divise m/p et par récurrence p divise

] pour i= 0, . . . s r— 2. Puisque ƒ> divise m, par le lemme 8, nous avons
P1 )

/? divise ( . ) pour i = 0, . . ., r— 1.

Supposons maintenant p divise I . j pour i = 0, . . ., r— 1. Alors par le

lemme 8, nous avons p divise ( . ) pour i—09 . . ., r —2 et par récurrence
\Pl )

pr~1 divise m/p, ce qui implique /?r divise m. M

Preuve du théorème 1 : L'inclusion dans un sens est triviale. Par la
proposition 5, il suffit de montrer que tout langage LeA*Z0 pr 0 ^ a un
polynôme caractéristique dans ZO j p[^(TT)] .

On peut supposer par exemple L — (L0aL1bL2)c0pr avec a, beA, Lo, Lx,
L2eA*ir et 0^c</?r. Soit weA* et supposons [Lo, a, Lu b, L2](w) = m. On
remarque que m = c (modpr) si et seulement si pr divise m + (pr — c). Par le

lemme 9, /?r divise m + (pr — c) si et seulement si ^ divise ( ] pour
V P1 )

i=0, . . ., r - 1. De l'identité

notez que j j = 0 lorsque x<y L on déduit que pour vérifier m = c (mod pr),

il suffit de calculer mod p les nombres ( ) pour k=0, . . ., p1"1. Supposons
\kj

par exemple k=2. Puisque m est le nombre de factorisations w = uoau1bu2

avec UieLi, z=l, 2, 3, on déduit que | j est donné par le nombre de

factorisations

vol. 26, n° 6, 1992



562 P. PÉLADEAU

(1) w — uoau1 bu2bu3 avec WOGL0, u1eL1, u2bu3eL2, u1 bu2eL1, et
u3eL2, ou

(2) w = uoaulau2bu3 avec uoeLo, u1au2eL1, u3sL2, uoau1eLo, et u2eL1

ou
(3) w = u0 au1 bu2 au3bu4 avec u0 e Lo, u1 e Ll9 u2 au3 bu4 e L2,

u0au1bu2eL0, u3eL1 et u4eL2, ou
(4) w = u0au1au2bu3bu4 avec uoeLo, u1au2eL1, u3bu4eL2i uoau1eLo,

u2au3eLx et u4eL2, ou
(5) w = u0au1au2bu3bu4 avec uoeLo, uxau2bu3eLly u4eL2, uoau1eLo,

u2eL1 et u3buAeL2.
Il s'ensuit que

\ a, L^auJ-1 niuoay1 Lo, a,

cas (3) + cas (4) + cas (5)

où ces sommations sont prises sur les quadruplets («0, uu u2, u3)e(A*)4

donnant des résiduels distincts. Il n'y a qu'un nombre fini de tels quadruplets
et chacun des résiduels appartient à A*i^. On en déduit que L est reconnu
par un polynôme de Z 0 > P [^ (T^*) ] et l'on conclut grâce au lemme 4.

Les autres cas sont traités de la même façon. •

COROLLAIRE 10 : Soient if une variété de langages, p un nombre premier,
r^\ et s^h Alors ZOiPr 0(Z0 jp5 O T O = Z 0 > P 0 ^ .

5. QUELQUES CONSÉQUENCES

La clôture de variété par le produit avec compteur a été étudié d'un point
de vue algébrique et dans toute sa généralité par Weil [5J. Dans cette section
nous examinons les conséquences de notre résultat d'effondrement sur les
caractérisations des clôtures de variétés par le produit avec compteur données
par Weil. Pour ce faire il nous faut d'abord introduire un peu de notation.

Soient M et N deux monoïdes finis, une relation x : M -> N est un mor-
phisme relationnel si m x / 0 et {m x) {n T)Ü (mn) x pour tout m, ne M. Soit V
une variété de monoïdes finis, un morphisme relationnel x : M -> N est un

Informatique théorique et Applïcations/Theoretical Informaties and Applications



PRODUIT AVEC COMPTEUR MODULO UN NOMBRE PREMIER 563

Y-morphisme relationnel si N ' x ^ e V pour chaque sous-monoïde N' de TV
appartenant à V. Soit W une variété de monoïdes finis, la classe de tous les
monoïdes M tels qu'il existe un V-morphisme relationnel de M dans un
élément N de W est une variété que l'on note V"1 W[2, 5].

Weil démontre que la clôture d'une variété V par le produit avec compteur
modulo un nombre premier p nous est donnée par la variété LGp^V. Le
théorème 3 nous permet alors de conclure

COROLLAIRE 11 : LG~ 1V = Z 0 p OV pour toute variété de monoïdes V et
tout nombre premier p.

Weil étudie aussi quelques cas particuliers et montre notamment que
DSp = LG~1J1. DSp est la variété des semigroupes dont chaque £>-classe
régulière forme un semigroupe et dont tous les sous-groupes sont des
/^-groupes.

On déduit alors du théorème 3.

COROLLAIRE 12 : Soit "K la variété de langages associée à la variété de
semigroupes DSp. Alors pour tout alphabet fini A, A* i^ est l'algèbre de Boole
des langages de la forme (Lo a1L1 . . . ak Lk)c> 0 p avec at e A, 0 ̂  c <p et chaque
Lt<=A* dans la clôture booléenne des langages de la forme A* a A* avec aeA.

6. CONCLUSION

Nous avons montré que pour obtenir la clôture d'une variété par le produit
avec compteur modulo un nombre premier p, il suffit d'une seule application
de cette opération. Nous avons aussi montré l'équivalence entre la puissance
du produit avec compteur mod pr et du produit avec compteur mod ps pour
tout r, s ̂  1.

Ces résultats nous permettent de donner une image complète de l'arbre
infini (décrivant les variétés de monoïdes résolubles) obtenu à partir de la
variété triviale par des applications des produits avec compteurs de la forme
Z( q avec t^ 0 et q ̂  1. En effet le nombre de fois que le produit avec compteur
modulo un nombre composé, ou une alternance de nombres premiers, est
utilisé dans la construction d'un groupe correspond à la longueur de Fitting
(ou longueur de nilpotence) du groupe, et donne une hiérachie stricte {voir
[12, p. 89-93]). Ceci avec l'infinitude de la hiérarchie « dot-depth » implique
que pour toute variété "K obtenue à partir de la variété triviale par l'appli-
cation d'une suite de produits avec compteurs de la forme Ztq avec t^ù et
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q^l : Z r m 0 Z s n 0 ^ = ZS)„ O f si et seulement si r = s = 0, m = pl et
pour un nombre premier /? et /, y ̂  1.
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