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ALGORITHME DE MULTIPLICATIVITE
DES SOMMES DE CARRES (")

par Odile SiMon (1)

Communiqué par P. FLAJOLET

Résumé. — Dans cet article, on présente des algorithmes pour effectuer I'opération suivante :
Soit A un anneau de coordonnées d'une courbe plane affine sur un corps k et m un entier positif,
etant donne une Samille (f), ie{l, ..., p}, d'éléments de A, telle que chaque f, divise
L+p?,+ ... +p},. (es p, 5 étant donnes), trouver en les calculant, m éléments q, . . .,q, tels
que f H fi divise 1+ql .+q2 dans A. Ce résultat se présente comme une certaine

15isp
« stabilité multiplicative » des éléments « 1+somme de m carrés », et c’est ainsi qu'on y fera
référence.

Abstract. — Let A be the coordinate ring of an affine plane curve over a field k and m be a
positive integer. Let (f), ie{1, ..., p}, be a family of elements of A. Suppose that for each
ie{l, ..., p}, are given elements p; ,, .. .,p; n€A such that f; divides 1+p} ,+ ... +p}, in A.
Then algorithms are given to compute 4q,...,q.€A such that f= H fi divides

15isp
1+g%+ ... +q2 This is a “multiplicative stability” result for the set of elements “1+a sum of m
squares”’ and it will be referred so.

INTRODUCTION

On rappelle le 17° probléme de Hilbert : R étant le corps des nombres
réels, tout polynome de R[X,, ..., X,], étant positif ou nul sur R”", est-il
somme de carrés de fractions rationnelles ? Artin a donné une réponse positive
a ce probléme en étendant le résultat & tout corps réel clos ({1], [2], ch. 6).

Pfister [8] et Mahé [7], ont obtenu des résultats quantitatifs, dont se déduit
le résultat suivant {10] :

PrOPOSITION : Soient k un corps réel clos, A une k-algebre de degré de
transcendance, inférieur ou égal a de N, f un élément de A strictement positif

(*) Regu juillet 1990, accepté septembre 1991.
(*) LR.M.A.R,, Université de Rennes-I, Campus de Beaulieu, 35042 Rennes Cedex, France.
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486 0. SIMON

sur le spectre réel de A, non diviseur de zéro dans A, alors il existe ge A,
somme de d—?2+ 2% carrés tel que f divise 1+q.

On en déduit les deux cas particuliers suivants. Si 4=k[X] ou k[X, Y]/(C)
ou C est un élément non constant de k[X, Y], tout élément de 4, ne s’annulant
pas sur le spectre réel de A, non diviseur de zéro dans A, divise 1+¢ ou ¢
est un carré dans A4.

Cette proposition donne Pexistence d’un nombre borné de carré mais n’est
pas constructive.

Dans cet article, pour des données particuliéres, on obtient la construction
effective d’un nombre de carrés, non forcément inférieur au nombre d donné
par la proposition mais constant a partir des données. Plus précisément :
étant données des familles (f}) et {p, ;}ie{1l, ..., p}, je{l, ..., m} délé-
ments d’'un anneau 4 que l’on précisera, telles que, pour chaque i, f; divise
1+p},+...+p},, on donne un algorithme calculant m éléments de 4,
G1s - - > qm tels que f= [] f divise 1+g7+ ... +g2

12isp

Le paragraphe 1 est consacré a ’algorithme pour k[X], k étant un corps
quelconque. Cette algébre étant factorielle, Ialgorithme pourra utiliser les
techniques standards du théoréme chinois et du lemme de Hensel.

Dans les paragraphes 2 et 3, on s’intéresse a A=k[X, Y]/c(X, Y), ou
¢(X, Y)=0 est une courbe plane définie sur k; les techniques nécessaires
utilisent intensivement la norme N: 4 — k[X]. Par une premiére méthode, on
obtient un résultat comparable au principe de la norme de Knebusch [6],
ch. VII, th. 5.1, dans lequel « formes quadratiques » est remplacé par
« 1+somme de m carrés » et on en déduit le résultat. Par une autre méthode,
on obtient un algorithme calqué sur celui de k[X], en définissant une division
modulaire dans k[X, Y], selon les méthodes de D. Duval et C. Dicrescenzo [3].

Les algorithmes développés dans cet article ont été implémentés sur
Macsyma; en annexe de [9], on en trouve I’exécution sur quelques exemples.

PRELIMINAIRES

NotaTION : Pour dire qu’un €lément f d’un anneau est somme de » carrés,
neN*, on notera f=n¢; c’est la notation de Pfister adaptée aux nécessités
typographiques.

Remarque 0.1 : Réduction du probléme.

Dans le reste de I'article, il suffira de travailler avec deux €léments f}, et f,
et on obtiendra la stabilité¢ du produit de p ¢léments par récurrence sur p.

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications



MULTIPLICATIVITE DES SOMMES DE CARRES 487

La construction repose en partie sur celle d’idempotents dans un anneau
quotient. Le lemme suivant ou I'on reconnait le théoréme chinois, avec une
conclusion plus spécialisée, sera utilisé plusieurs fois :

LemME 0.2 : Soit A un anneau commutatif,

PX,, ..., X )ed[X,, ..., X,].

Soient f, f5, S15 S35 Qs+ -5 Qpy byy .. ., b, A, nE A tels que
1. s,fi=P(ay, ..., a,
2. 5,/,b=P(y, ..., b,)

3. M =1
alors il existe un algorithme donnant q,, ...,q, tels que f,f, divise
P(qy, -, qy) dans A.

Démonstration : En multipliant 3 par Af; d’une part, et par pf, d’autre
part, on obtient que Af; et nf, sont des idempotents modulof, f5.

Donc, pour tout ne N, tout n-uple(iy, ..., i,)€ { 1, ..., m}", Pexpression
suivante :

(ail Hfz+bi1 7\'f1) < (ai,,“fz-*'bi,,)‘fl)_ail s ai,,”fz_bil . bi,,;"fl
est un multiple de f; f,, que 'on explicite aisément. On en déduit que :

P(a,pfo+bi My, - s auifotb, M)
=P(ay, ...,a)ufo+P(b,, ..., b,)Af tmultiple de f, f5.

D’autre part, en utilisant les égalités 1 et 2, on a :
(Asytus)fifo=P(ay, ..., a)ufo+ Py, ..., b)) M1

Le lemme est démontré en posant, pour j=1, ...,m, g;=a;uf, +b;Lf,.
On appliquera ce lemme au polyndme

P(X;, ..., X,)=1+X3+ .. +X2

Dans cette application, on voit qu’il n’y a pas une solution unique g, . . -, ¢,

pour chaque je {1, ..., m}, on peut choisir, en particulier, entre :
g;i=a;uf,+b;\f et g;=a;nf,—biAfi.
LemME 0.3 : Soient f, s et a,, . . .,a, tels que fs=1+a’+ ... +a? dans un

anneau A commutatif unitaire, dans lequel 2 est inversible. Alors pour tout

vol. 26, n° 6, 1992



488 0. SIMON

entier r22, on sait calculer t et q,, . . .,q,, dans A tels que
tfr=1+¢*+...+q2

Ce qui peut aussi s’exprimer de la maniére suivante : si — 1 est une somme
de m carrés modulo f, alors, pour tout =2, — 1 est une somme de m carrés
modulo /7, que I’on peut calculer effectivement.

Démonstration : Par hypothése, on a
—l+sf=—1(0-sf)=a+...+ad’ . 1))

m

Pour r=2, il suffit donc de montrer que (1 —sf)~ ! est un carré dans 4/(f?).
Dans A4([T], on a I’égalité polynomiale :

(1+T/22(1-T)=1-T>(3+T)/4

ainsi, (1—7T)~! existe et est un carré dans 4[7]/(T?). En substituant sfa T
et en multipliant (1) par (1 +sf/2)?, on obtient :

@+ ... +a2)(1+sf12)*=—1(1-5*f2(3+s/)/4)
@+...a3)((B+a}+ ... +a2)2)*=—1+2f2(1+(a2+...+a2)/4). (2)
Ainsi, on a calculé g, je{l, ..., m}, tels que —1=gi+...+¢Z modulo
2
Pour tout entier »>2, on sait calculer ke N tel que
2l pg 2k
En appliquant k fois, la formule (2), on calcule « et ¢, . . ., g,, vérifiant

wfF=1+g+ ... +¢

Si on pose t=u(f 2“-r) on a le résultat, pour r.

1. ALGORITHME POUR LA STABILITE DE L’ECRITURE DU PRODUIT DANS £ [X]

Soit k£ un corps.

TueorEME 1.1 : Soit f, et f, deux éléments de k[X] tels que f, divise
1+ x3+ ... +x2, f, divise V+yi+...+y2 dans k[X], alors il existe un
algorithme calculant effectivement s et q,, . . .,q,, dans k[X] tels que

sfife=1+qgi+ ... +q2

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications



MULTIPLICATIVITE DES SOMMES DE CARRES 489

Démonstration : Soit p, =pged (f,, f,)- Si degp, =0, alors f, et f, sont
premiers entre eux, par l’algorithme d’Euclide, on sait calculer A et p dans
k[X] tels que 1=A f, +u f,. En appliquant le lemme 0.2, on calcule alors
di, - - -, 4, €t on obtient s par division euclidienne. Sinon, soit degp, >0. Le
but est de trouver un facteur de f,, premier avec f;. On a f,=p, g, et
fo=p,hy, degh, <degf,. Si f, et h, ne sont pas premiers entre eux, on
considére p, =pgcd (f;, h;) donc degp, >0 et h, se factorise : h, =p, h, avec
deg (h,) <deg(h,); de plus, comme p, est un diviseur commun a f, et f,, il
divise p,.

On construit ainsi une famille (p;, 4;), ou p,=pged (f, h;_,) et h_,=p;h;
tant que degp;_, >0. La suite (deg#,); est une suite strictement décroissante
et on a deg(p;)=deg(h;_,). Donc, on trouve r+ 1, fini, tel que p,,, est de
degre 0, ainsi f; et A, sont premiers entre eux. On a

fifa=fipipa - .. Dy,

ou chaque p; divise p,, ainsi f]*'h, est multiple de f,f,. L’élément h, et
d’aprés le lemme 0.3, I’élément f7*' divisent 1+m¢ que 'on sait calculer;
or f7*1! et h, sont premiers entre eux et donc en appliquant le lemme 0.2, on
calcule s et ¢q,, . . ., g, dans k[X] tels que

sfitth=1+¢3+...+¢>

d’ou le résultat.

Remarque : Etant donné, dans k[X], Iécriture sf=1+a?+ ... +a2, on peut
calculer q,, .. .,q,, et t dans k[X] tels que tf=1+¢3+ ... 442 avec, pour
tout je{l, ..., m}, degg;<deg f et degr<degf —1. En effet, il suffit de
prendre pour g; le reste de la division euclidienne de a; par f, et on obtient
le résultat.

Le coiit de 'algorithme s’¢léve avec le degré des polyndmes manipulés. La
remarque précédente permet une réduction du degré pour les données, en
particulier, dans le théoréme 1.1, si f, divise 1+y?+ ...+ 2, on peut rem-
placer les y; par des polyndmes de degré inférieur a celui de 4,.

1.2. Mise en forme de Palgorithme

Etant données, dans k[X], deux familles (f}), (4,)i=1,...,p, avec
A;=(a;)j=1, .. .. m telles que, pour chaque i, f; divise 1+a? | + ... + a7, dans
k[X], lalgorithme décrit ci-dessous calcule par itération sur i, des éléments
de k[X]:qy, .. .,gntels [ fidivise 1+g3+...+4>2.

i=1,..

1= P

vol. 26, n® 6, 1992



490 0. SIMON

Initialisation : C:=4,, F:=f,, i:=1.

Dans la boucle suivante, pour i=2 a p, on fait le passage de I’écriture
d’un multiple de F comme 1+m { a I’écriture d’un multiple de F* f; comme
1+mo.

Répéter

— =i+l
— Recherche de reN et h, facteur de f; tels que
e pgcd(F, h,)=1
® Fx f; divise F"*1 xh,
— Recherche de ke N tel que 2* "' <r+1<2*
— Calcul des coefficients /, m pour 'identité de Bezout entre 4, et F**1, tels que

Ixh+mxFriti=1

— Calcul, a partir de la solution obtenue pour F, d’un m-uplet D=(d,, ..., d,) tel que
P divise 1+d2+ ... +d2
— F:=Fx f;
— Calcul de C=(q,, - .-, q,), tel que Fdivise 1 +¢2+ ... +¢32
— Réduction du degré de la solution obtenue.
Jusqu'a i=p

Dans [9] annexe 1, on trouvera un programme écrit pour m=1. Il est
exécuté sur Macsyma pour I’exemple suivant, ou p=4 :

=1+x?, =f3=1+x°, =1+(x*+x+1)%
1 2 3 4

Le polyndme f= []| f; est de degré 20, la solution C, de plus bas degré,

1<iz4

obtenue est de degré 19=deg f— 1 avec s de degré 18 =deg f—2.

2. THEOREME EFFECTIF DE LA NORME ET SON APPLICATION A LA STABILITE
DE L’ECRITURE DU PRODUIT POUR CERTAINES COURBES

NoTATION : Soit k£ un sous-corps de R. Soit ¢ un élément de k[X, Y]
unitaire en Y et de degré n en Y. On note 4 P'anneau k[X, Y]/c et B la
cloture intégrale de k[X] dans la cl6ture algébrique de k (X). On sait que 4
est un k[X]}-module libre de rang » et B[Y]/c un B-module libre de rang n.

Pour uek[X, Y], on note ¥ (u) I’ensemble des points de la courbe représen-
tative de =0 dans C?, et p, la premiére projection de C? sur C.

DerFinTIoN 2.1 @ Soit vek[X, Y], on appelle lieu étale de v sur C[X],
I’ensemble des points (x, y) de ¥ (v) pour lesquels /@Y (x, y) est non nul.

Le lieu étale de v est I’ensemble des points de ¥ (v) ot p,; est un homéomor-
phisme local pour la topologie usuelle de C2.

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications



MULTIPLICATIVITE DES SOMMES DE CARRES 491

DermniTion 2.2 : Soit uek[X, Y], on appelle norme de u relative a
l'extension : k[X] — A et on note N (x) I’élément de k[X] défini par

N (u)=Résultant (¢, u, Y).

THEOREME DE LA NORME 2.3 : soit uek[X, Y] tel que
(a) V()N V(c) soit contenu dans le lieu étale de c.
) p, |V W) v () SOt injective.

Si u divise 1+m que 'on sait écrire dans A alors il existe un algorithme
effectif donnant s, d,, . . .,d, dans k[X] tels que

sNw=1+d%+ ... +d>.

La démonstration de ce théoréme nécessite d’abord de montrer que u divise
N(u) dans A et que le quotient est calculable, en utilisant le polynéme
caractéristique P, de 'application linéaire de 4 dans A, définie par la multipli-
cation par u.

La traduction des hypothéses (a) et (b) du théoréme, en fonction des
coefficients de P,, donnera une famille d’idempotents 4 partir de I'identité de
Bezout.

Des algorithmes sur les fonctions symétriques des racines et les sommes de
Newton permettra la construction effective du résultat.

Quelques préliminaires sont nécessaires avant la démonstration.

DeriNTioN 2.4 : Etant donné un module libre E de rang » sur un anneau
commutatif R et une application linéaire ¢ de E dans E, de matrice M dans
une base donnée, on appelle polynéme caractéristique de M 1’élément P,, de
R[Z] défini par

P, (Z)=dét (ZI- M)

ou 7 est la matrice identité d’ordre #.

Ce polynéme est indépendant de la base choisie pour une application
linéaire ¢ donnée, [5], ch. XV, § 4, ce qui permet de dire que P, (Z) est le
polynéme caractéristique de I'application linéaire §.

Si E est une R-algebre finie et libre, pour u€ E, on note P, le polyndme
caractéristique de I’application R-linéaire de E dans E qui, 4 tout élément f
de E, associe u. fe E.

Le polynéme c¢ considéré comme polynéme en Y a coefficients dans k[X]
admet » racines distinctes ou confondues dans B, que 1’on note y,, . . ., .
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492 0. SIMON

ProrposiTiON 2.5 : Soit ue A, alors, on a
1. dans B[Z), la factorisation

P, (D= 1] (Z~uX, y)

1<izn

2. dans k[X}[Z], P,(Z)=Résultant (¢, Z—u, Y).

Démonstration : On note y 'image de Y dans A4 et dans B[Y]/c. La
multiplication par y de 4 dans 4 admet la méme matrice M que la multiplica-
tion par y de B[Y]/c dans B[Y]/c.

D’aprés le théoréme d’Hamilton-Cayley ([S], ch. XV, Th.8), on a
P,(M)=0. La matrice P,(M) est la matrice de la multiplication par P,(y)
de B[Y]/c dans lui-méme. Comme B[Y]/c est un B-module libre, P, (y)=0.
Si on considére le polyndme P, en la variable Y a coefficients dans B, son
image dans B[Y]/c étant nulle, il est multiple de c; de plus, il est unitaire et
de degré n, donc, on a P,=c. Ainsi, on obtient la factorisation dans B[Z] :

P, D)= [] (Z-»)

1Zign
Draprés le théoréme 14 de [S], ch. XV, § 4, on a
Pu(Z)= H (Z~u(Xa yl))

15ign

On connait ainsi les racines de P,(Z) dans B. Et, comme c est unitaire,
d’aprés [11], ch. IV, § 28, on a P,(Z)=Résultant(c, Z—u, Y) dans k[X, Z].

ProposITION 2.6 : Soit uek[X, Y), alors u divise N(u) dans A et il existe
un algorithme effectif pour calculer Sue A tel que N(u)=u(X, Y) Su(X, Y).

Démonstration : Soit
P (2)y=Z"+a, ,Z" '+...+a,Z+a,.
Drapreés [11], ch. IV, § 28 et la proposition 2.5, on a
Nw= [] uX, y)=(-1yP,(0)=(—1)a, dans k[X].

15isn
Dans A, Y vérifie ¢ (X, Y)=0, donc u(X, Y) est une racine de P,, ainsi

Nw=(—D)""ulX, V)'+a,_,uX, )" '+... +a,u(X, Y))
=(— 1" u(X, D, Y+ +ay).
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Ainsi on obtient une factorisation de N (1) dans A4, avec
Su(X, N=(—1)""1uX, Y '+...+a).

Si T désigne le polyndéme (—1)"~ (P, (Z) —a,)/Z alors on peut toujours écrire
Su(X, V=T u(X, Y)).
ProrosiTioN 2.7 : Soit uek[X, Y], les hypothéses (a) et (b) du théoréme de

la norme sont satisfaites si et seulement si P,(0) et P, (0) sont premiers entre
eux dans k[X].

Démonstration : Si P, (Z)=Z"+a,_Z" '+ ...+a,Z+a, daprés les

propriétés des fonctions symétriques €lémentaires des racines d’un polyndme
et de la dérivation, on a dans B :

P,O=a;=(—1)" ] u(X,y)

1<isn

P,O=a,=(=1y"" ¥ [lulX, y).

15isn j#i

Or, P,(0) et P,(0) ne sont pas premiers entre eux si et seulement s’ils
admettent un zéro commun dans C, soit x,. Alors si yg 4, .. ., ¥, , sont les
racines de c¢(x,, Y) dans C,on a

H u(xo, Yo, =0

1<iZn
dong, il existe he{ 1, ..., n} tel que u(xg, yo,,)=0; d’autre part, on a alors

P,(0)(x0)=0= H u(xo, Yo, ;)
j*h
donc il existe j# A tel que u(xy, yo, ;) =0.

Si y,, ; est différent de yg 4, P1 v W ~v (o N'ESt Pas injective et hypothése
(b) n’est pas vérifiée. Sinon, c¢(x,, ¥) admet une racine double : y, ;=y, 4
donc 9c/0Y (xq, yo,,)=0 et alors V(u) N V(c) n’est pas contenu dans le lieu
étale de ¢ et I'hypothése (a) n’est pas vérifiée.

Réciproquement, Si p; |y o) ~ v () NSt pas injective, il existe x,€C et deux
racines distinctes de ¢ (x,, ), Yo, 1, Yo, 2, telles que

u(xo, Yo, 1) = u(xy, Yo, 2)=0.

Donc P,(0) et P, (0) ont un zéro commun dans C.

Si (X0, yo)e V() N V(c) et 0¢/0Y (x4, yo)=0 alors y, est une racine double
de c(xq, Y) et P,(0) et P,(0) ont un zéro commun dans C.
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Démonstration du théoréme de la norme : D’aprés la proposition 2.7, P,(0)
et P, (0) sont premiers entre eux dans k[X], par I'algorithme d’Euclide, on
sait calculer A et p dans k[X] tels que

AP (0)+pP,(0)=1
ce qui peut s’écrire, dans B, en remplagant p par (—1)"p et A par (—1)" i :

A Y Su(X,y)+uNmw=1.

1<iZn

Par définition de N (u) et de Su, on obtient une famille d’idempotents de B
modulo N(u) :

e=ASu(X,y)=A[lu(X,y) pour i=1,...,n

J#i
Par hypothese, il existe r, P,, ..., P, dans A4 tels que

reu=1+P2+ . . . +P2

Pour simplifier Pécriture, on note P, ; pour P,(X,y). Pour tout
i=1,...,n,0na,dans B

1=P} ;+...+P2 ,—r (X, y)u(X, y)
en multipliant par e;, ’égalité devient :
e,=P} e;+ ...+ P2 e;i—r (X, y)eu(X, y).
Comme e;u (X, y;)=MAN (u) et que e;=e? modulo N (u), on obtient :
ei=P§,ie;,-2+ ...+P.,e? dans B moduloN (u).
En faisant la somme sur i=1, .. .,n, on obtient :

1= Y (Y P2,e) dansB  moduloN (u).

1<h=m 1=Z5isn
Ainsi, modulo N (u), on a

1= 2 (Z Ph,iei)z'

1<h=m 1=ZiZn
Si on pose, pour tout =1, ...,m,

d,= Z P, e;=Mh Z Py (X, y) Su(X, y)),

1<isn 1Zign
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d,, est une fonction symeétrique des racines y,, . . .,y, de ¢, donc d, appartient
a k[X], et on obtient que N (u) divise 1+d?+ ... +d? dans k[X].

Pour calculer effectivement d,, . . .,d,, on constate que si
A(X) P, (X, y) Su(X, y)zdh,O(X)+dh, (D y+. . +dy (X)yn_1

dans A, alors

d,= Z (dh,0+dh,1yi+ e +dh,n—1y?_1)

1<izn

Si on note W;=yj+ ... +y}, la somme de Newton d’ordre j des racines de
c,ona

dy=d, o Wotd, W, +...+d, ., W,_;.
Dans [12], ch. IV, § 46, on trouve une formule de récurrence permettant de
calculer les W; en fonction des coefficients de ¢ dans k[X]. Ce qui donne le
calcul effectif de d, pour A=1,...,m. La division euclidienne dans k[X]
permet de calculer s. Ainsi, on a obtenu le théoréme de la norme.

2.8. Mise en forme de I’algorithme de la norme

1. Donnée de ¢ unitaire et de degré n en Y.

" 2. Donnée des Py, . .., P, et de u tels que u divise 1+ P2+ ... + P2 dans k[X, Y)/c et vérifie
les hypothéses du théoréme de la norme.

. Calcul du polyndme caractéristique Pu= Résultant(c, Z—u, Y).
. Calcul des coefficients de degré 0, a, (X), et de degré 1, a, (X) en Z dans Pu.

3
4
5. Calcul de A et p par I'algorithme Euclide dans & [X] tels que Aa, +pa,=1.
6. Calcul de Su tels que N(u)=u * Su.

7

8

. Calcul des sommes de Newton pour le polynome c.
. Pourj=1am
calcul de Q;=P;* Sux )

— réduction de Q; moduloc, en un polynéme de degré<n—1en Y

— calcul de d; en utilisant Q; et les sommes de Newton pour c.

9. Calcul de s par la division euclidienne dans & [X].

Avant de démontrer la « stabilit¢ multiplicative » sous certaines hypothéses
dans £[X, Y}/c, on va interpréter géométriquement les hypothéses (a) et (b)
du théoréme de la norme. On ne suppose plus ¢ unitaire en Y; soit n le degré
totalde cen X et Y.

Drapres [4], ch. 3, § 1, on rappelle que, pour uek[X, Y] un point (xq, ¥o)
de V (u) est dit point singulier de V (u) si 0u[0X (xg, yo) = 0u/0Y (x4, yo)=0. La
tangente en un point (x,, y,) non singulier de V (u) est donnée par I’équation :

uf0X (xo, yo) (X —x4)+0u/dY (x4, yo) (¥ — o) =0.
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On appelle droite verticale toute droite d’équation X = x, dans le plan C2.

Ainsi, un point (x,, y,) de ¥V (c) appartient au lieu étale de ¢ sur C[X] si et
seulement si (x,, ¥o) est un point non singulier et V(c) n’admet pas de
tangente verticale en (x,, y,)-

Géomeétriquement les hypothéses (a) et (b) €liminent les trois situations
suivantes :

o *o

Figure 1 Figure 2

Figure 3

THEOREME 2.9 : Soit f un élément de k[X, Y] tel qu’aucun point singulier de
¢ n’appartienne a V(f) et que V(f) et V(c) n'aient pas de composantes
irréductibles communes. Si f est le produit d'une famille finie (f})jc(1, . . . p}
telle que chaque f; divise 1+m{ que l'on sait écrire dans k[X, Y]/c, alors il
existe un algorithme pour calculer q,, . . .,q,, tels que, dans k[X, Y/c, f divise
1+¢%+ ... +42

Démonstration : On a V(f)= U V(f) et degré f= )  degré f,

15jsp 15j2p
D’aprés le théoréme de Bézout ([4], ch. V, § 3), le cardinal de V()N V(c)
est majoré par n.degré f. Soit g ce cardinal. Comme les points singuliers de
¢ n’appartiennent pas 4 V(f), le cas de la figure 2 n’existe pas. Il suffit de
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trouver un systéme de coordonnées dans lequel aucun couple d’éléments de
V()N V(c) ne se trouve sur une méme droite verticale et dans lequel V' (c)
n’admet pas de tangente verticale en un point de V' (f) M ¥ (c¢). On a au plus
q(g—1)/2 droites joignant deux & deux des ¢léments de V' (f) N V(c) et au
plus g tangentes a V' (c) en ces points.

La notion de points d’intersection, de droite joignant deux points donnés
et de droite tangente a4 une courbe est une notion intrinséque, ne dépendant
pas du systeme de coordonnées choisi. Par contre, on change la notion de
droite verticale en faisant le changement de variables x=X+¢Y, y=Y. Il y
a au plus

gtq(@—1)2=q(q+1)/2

valeurs 4 ne pas prendre pour ¢, pour éviter les cas de figures 1 et 3. Pour
obtenir, de plus, I’équation de ¥V '(c) unitaire dans le nouveau systtme de
coordonnées et de degré n en y, il n’y a qu’un nombre fini, d, de valeurs de ¢
a éliminer. Comme tout sous-corps de R est infini, il existe un systéme
de coordonnées, x=X+tY, y=7Y, dans lequel, pour tout je{l, ..., p},
F;(x, y)=f;(x—ty, y) vérifie les hypothéses du théoréme 2.3 et dans lequel
C(x, y) est unitaire. On détermine ¢ algorithmiquement en essayant au plus
(g(g+1)/2)+d valeurs. Dans k[x, y)/(C), on peut appliquer l’algorithme
déduit du théoréme de la norme pour calculer, pour chaque

je{l,...,p} Dji....Dj,

tels que N(F)) divise 1+Di 1+ ...+D}, dans k[x]; cet algorithme donne
aussi SF, pour j=1,...,p.

En appliquant I’algorithme du paragraphe 1, a la famille (N (F})) dans k [x],
on obtient @, ...,Q,, et S tels que

S [l NEF)=1+0Q%+...+0Q2

1£jsp
D’aprés la proposition 2.6, [] f;(x—1tp, y) divise 1+ Q%+ ...+ Q2 dans

15jsp
kix, YIIC(x, y).
Comme l'opération « changement de variables » conserve les produits, en
remplagant x et y par leur valeur respective, on obtient

(X, N=0,(X+1Y) pour h=1,...,m
s(X, )=S(X+tY) Y SF(X+1Y,Y)

1=sjsp
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tels que dans k[X, Y]/c,on a :

s H fj=1+qf+...+q,2"

15jsp

C.QF.D.

2.10. Mise en forme de I’algorithme pour la stabilité de I’écriture du produit

par la méthode de la norme

Cet algorithme va permettre pour une famille (f);-, ., soit de trouver
un systéme convenable de coordonnées dans lequel on puisse appliquer
l'algorithme de la norme a chaque f;, soit de dire si I'un des V(f;) posséde
un point singulier de ¢ ou une composante irréductible commune avec V' (c) :

1. Donnée de ¢ de degré total n, e,= coefficient de ¥”, calcul de d, degré du polyndme e, (X).

2. Donnée des (f)i=1,..., , et des m-uplets (P);=, ., pour tout i, ona P,=(P; )=y, . . m

tels que f; divise 1 + P2+ ... +P?

i,m*

3. Calcul du degreé total de chaque f;.

4. Siil existe ie{ L ..., p} tel que Reésultant (¢, f;, Y)=0
alors c et f; posséde une composante commune
sinon

— pouri=lap

calcul du nombre maximum, d4;, de directions ne convenant pas pour f; (on note #; le

nombre de directions essayées pour f;)
— i:=0; ny:=0; dy:=0;
— Tant que (i<p et n,<d;+d)
— =i+ n;:=1;
calcul du polynéme caractéristique Pf;=Résultant (¢, Z—f;, Y)
— calcul de ses coefficients a, (X) de degré 0 et a, (X) de degré 1 en Z
— calcul de test=degré du pged de g4 et a,,
— tant que (e,=0 ou test>0) et (n,<d;+d)

o faire le changement de variable X:=X+7Y, Y:=Y dans les m-uplets (P);—, .,

et dans ¢; n;:=mn+1
e calcul du coefficient e, de Y" dans ¢
e calcul du polynéme caractéristique Pf;, de a, et a,
e calcul de test=degré du pged de q, et a,
Sin>d+d

alors f; passe par un point singulier de ¢

sinon dans le nouveau systéme de coordonnées
— algorithme de la norme pour chaque f,, calcul de Sf;
— algorithme de la stabilité de Iécriture du produit dans

NH=T1 N

15igp

— retour aux coordonnées initiales.

k[X] pour
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Cet algorithme a 3 sorties :

1. ¢ et f ont une composante commune

2. f passe par un point singulier de ¢

3. résultat : Q,, ..., Q,, tels que fdivise 1+ Q%+ ...+ Q2 dans k[X, Y]/c.

Dans [9], annexe 2, on trouvera un programme écrit pour m=1. Il a été
exécuté sur les exemples suivants :

exemple 1 :
c=1+X+1)?  fi=1+X+Y)°

sortie : f et ¢ ont une composante commune.
exemple 2 :

c=((X—22+Y2-3)(X+22+¥2-3), fi=1+(X+Y)

¢ admet (0, i) comme point singulier, et f; passe par ce point singulier
exemple 3 :

c=1+X*+Y? fi=1+X+Y)? f,=1+QRY+X)>

on a besoin d’effectuer 2 changements de variables (¢=2). Donc, P'algorithme
de la norme est exécuté dans k[x, yl/c, x=X+2Y, y=7Y.

3. ALGORITHME POUR LA STABILITE DE I’ECRITURE DU PRODUIT POUR LES
COURBES, OBTENU PAR CALCUL MODULAIRE

Soit k un corps, on considére ¢ et f dans k[X, Y], avec la seule condition
géométrique suivante : leurs courbes représentatives dans C? n’ont pas de
composantes irréductibles communes. Pour le corps k, ’hypothése requise
est que ¢ puisse étre rendu unitaire par changement de variables. On ne se
limite pas aux sous-corps de R. Soit A=k[X, Y]/c.

THEOREME 3.1 : Si f est le produit d’'une famille finie (f);=,, .. . , telle que
chaque f; divise 1 + m que l'on sait écrire dans A, alors il existe un algorithme
pour calculer Q,, . . .,Q,, dans A tels que f divise 1+ Q3+ ...+ Q2 dans A.

Comme dans le paragraphe 2, aprés un éventuel changement de variables
dans c et f, on se raméne au cas ou c¢ est unitaire en Y.

Soit N(f) la norme de f relative a l'extension k[X]— A. D’aprés la
proposition 2.6, f divise N(f) dans 4, donc pour obtenir le théoréme 3.1, il
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suffit d’obtenir la « stabilité multiplicative » dans
AIN(f)=k[X, YI(N(f), o)

Si les courbes, représentant f et ¢, avaient une composante irréductible
commune, alors N (f) serait nul et le travail qui suit ne pourrait étre fait.

DerINITION 3.2 : On appelle norme sans facteur carré de f relative a l'exten-
sion k[X] — A, notée nr(f), I’élément de k[X] suivant :

N(f)/pged (N (f), N(f))

Par définition, nr (f) est un polynéme de k[X] sans facteur carré.

ProrosSITION 3.3 : Soit une décomposition en facteurs de nr (f)= Z v;. Si

1Zigh
pour chaque ic {1, ..., h}, I'image de f dans A|v,, divise 1 +m ¢ que U'on sait
écrire, alors il existe un algorithme pour calculer Q,, . . .,Q,, tels que 'image
de f divise 1+ Q%+ . .. + Q2 dans A/N(f).

Démonstration : Pour tout vek[X], dire que f divise 1 +m ¢ dans A/v est
équivalent a dire que v divise 1 +m ¢ dans A/f.

En utilisant la remarque 0.1 et le lemme 0.2 pour ’anneau A/ f et le produit
nr(f)= [] vi on obtient que nr(f) divise 1+m¢ que I'on sait calculer

1Z5ish
dans A/f. On sait qu’il existe keN tel que N(f) divise nr(f)*. Cet entier
peut se déterminer algorithmiquement sans faire la décomposition de N(f)
en facteurs premiers. Le lemme 0.3 appliqué a ’anneau 4/f et a 'image de
nr(f) dans A/f, pour l’entier k, donne une méthode de calcul pour les
éléments Q,,...,0,, tels que (nr(f))* divise 1+Q2+ ...+ Q2 dans A4/f.
Donc fdivise 1+ Q%+ ...+ Q2% dans 4/f.

Pour obtenir une décomposition de nr(f) vérifiant les hypotheses de la
proposition 3.3, on pourrait imaginer de factoriser nr(f) indépendamment
du probléme, ce serait une opération colteuse (voire impossible selon le
corps). La technique, que I’on va décrire ici, évite toute factorisation systéma-
tique et ne fait que des calculs de PGCD, peu coliteux et facilement réalisa-
bles. Pour cela, on va introduire la notion de division dans k[X, Y] modulo
un élément de k[X], qui va induire une notion de PGCD de deux éléments
de k[X, Y] modulo un élément de k[X] et va permettre d’établir des identités
de Bezout comme au paragraphe 1.

NortaTiON : Par convention, sauf précision différente, pour tout vek[X],
sans facteur carré, on désignera les éléments de k[X, Y] ou de (k[X]/v)[Y],
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par des lettres majuscules : D, D, E... la méme lettre en minuscule désignera
le degré en Y : d, d,, e ... et celle en écriture grecque :8, §,, €... leur coefficient
dominant en Y, appartenant a k[X] ou a k[X]/v.

LEMME 3.4 : Soient vek([X)], sans facteur carré, D et E des éléments non
nuls de (k[X]/v)[Y]. On peut construire une factorisation de v=v, ... v, telle
que, pour tout i=1, ... h, on ait, dans (k[X]/v,)[Y] :

soit E=0 ou D=0,

soit d=e et pged (g, v;)=1 ou respectivement d<e et pged (5, v,)=1.

On peut alors écrire dans (k[X]/v,)[Y]

D=QFE+R ou respectivement E=QD+ R

avec r<inf (e, d).
On dit que la division de D par E ou resp. de E par D modulo v; est

possible, Q est appelé le quotient de D par E ou resp. de E par D modulo v;
et R le reste de la division modulo v;. Ils sont définis de fagon unique.

Démonstration : Si on a d=e, pged (g, v)=1, alors € est inversible dans
k{X]}/v, on calcule son inverse A par lalgorithme d’Euclide. Pour le
polynome :

R,=D—3AY!E

on a r;<d. Si r, est supérieur ou égal a e, on recommence en remplagant
(D, d, d) par (R,, ry, p1), pour obtenir R,. Comme la suite d’entiers (r,) est
strictement décroissante, au bout d’'un nombre fini d’opérations, on obtient
un k tel que 7, <e, et en additionnant la suite d’égalités, on a

R=R,=D-QE.

Si on a d<e et pged (8, v)=1, on a le méme résultat en inversant les roles
de D et E. On a obtenu la division modulo v et la factorisation de v est
alors triviale.

Si on a d=e et pged(e, v)=p,;#1, ou e>d et pged(d, vV)=p, #1, soit
2 =V/u,. On a une factorisation de v=p, p,. Il reste a étudier séparément
la division modulo p, et modulo y,.

Lorsque, modulo un facteur donné, D et E sont non nuls, et que la division
n’est pas possible, il se factorise en deux polynomes de degré strictement
inférieur, en effet, le pgcd ne peut pas étre le facteur lui-méme, le coefficient
dominant étant non nul modulo ce facteur. Ainsi la factorisation s’arréte.
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Si un polyndéme est non nul modulo v;, facteur irréductible, le pged de son
coefficient dominant et de v; est forcément 1, et alors la division est possible
modulo ce polyndme. On obtient donc, par ce procédé, le résultat.

On appelle scindage de v en (n,, p,) dans ’essai de division de D par E la
factorisation nécessaire, ci-dessus.

DzrinviTION 3.5 : Soient ve k[X], D et E deux éléments non nuls de k[X, Y],
si modulo v, toutes les divisions successives de I’algorithme d’Euclide sont
possibles jusqu’a obtenir un reste nul, on dit que algorithme d’Euclide aboutit
pour D et E dans k[X, Y]/v. Le dernier reste non nul est appelé le pged de D
et E modulo v; il est défini & un élément inversible de k[X, Y]/v prés.

ProposiTION 3.6 : Soient vek[X], D et E appartenant & k[X, Y)/v, alors on
peut trouver effectivement une factorisation de v, v=v, ... v, telle que pour
chaque i, dans k[X, Y/v,, soit l'algorithme d’Euclide aboutit pour D et E, soit
D=0 ou E=0. :

Pour chaque i, tel que D et E soient non nuls dans k[X, Y]/v;, si P; est le
dernier reste non nul obtenu, il existe L et M, D, et E, tels que dans k[X, Y}/v :

LD+ ME=P,
D=P,D,, E=P,E,

avec degy D=degy P;+deg, D,, degy E=deg, P;+degy E,.

Démonstration : Ayant une factorisation de v satisfaisant au lemme 3.4
pour D et E, on factorise éventuellement les facteurs obtenus pour un essai
de division de D ou E par les restes obtenus, et ainsi de suite pour les
divisions successives de I’algorithme d’Euclide.

Les éléments L, M, D, et E, se calculent dans la suite d’égalités obtenues
par les divisions successives dans k[X, Y]/v;.

Comme le nombre de scindages possibles est inférieur au degré de v,
comme les degrés des restes des divisions successives forment une suite
strictement décroissante de N, au bout d’un nombre fini d’opérations, scin-
dage ou division, on obtient une factorisation de v, telle que modulo chacun
de ses facteurs, le reste de la derniére division soit nul.

‘Revenant au probléme posé, avec cette notion de pged et d’identité de
Bezout, semblable a celle de k[X], on va obtenir une proposition calquée sur
le théoréme 1.1.

ProposiTioN 3.7 : Soient f| et f, deux éléments de A divisant 1+m que
l'on sait écrire. Alors, il existe un algorithme pour trouver une factorisation de
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nr(f) dans k[X, Y] telle que, pour chacun des facteurs v, il puisse calculer
0., ...,0, tels que f, f, divise 1 + Q>+ . . . + Q2 dans kX, Y]/v.

Démonstration : D’aprés la proposition 3.6, on sait trouver une factorisa-
tion de nr (f) telle que, pour chaque facteur v :

(a) soit ;=0 ou f, =0 modulo v,

(b) soit I'algorithme d’Euclide aboutit pour f; et f, dans k{X, Y]/v.

(@) Dans k[X, Y]/v, soit f;=0, pour j=1 ou 2. On a f, f,=0=f; et donc
fif, divise 1 +m O que 'on connait dans k[X, Y]j/v, on a le résultat pour ce
facteur.

(b) soit P, le pged de f; et f, modulo v.

Si Pest de degré 0 en Y, d’aprés la proposition 3.6, on sait calculer L et
M tels que P,=Lf,+Mf,. On a P,=mnek[X] et par construction,

pgcd (n, v)=1, donc, on sait calculer A et p dans k[X] tels que An+pv=1.
Ainsi,

A=O\L)f, +AM)f,=1—pv.

Alors, le lemme 0.2 appliqué pour 'anneau k[X, Y]/v et les éléments f; et f,
donne le résultat.

Sinon on sait calculer H, tel que f,= P, H,; d’aprés la proposition 3.6, on
a deg, H, <degy f,, modulo v. On peut trouver une factorisation de v satisfai-
sant 4 la proposition 3.6 pour f; et A, et on recommence jusqu’a trouver un
facteur de f, tel que son pged avec f; soit de degré O en Y.

Comme le nombre de facteurs possibles de nr(f) est fini, a partir d’'un
certain rang, il n’y a plus de scindage possible. Dans la décomposition
maximale obtenue, il y a deux sortes de facteurs :

— ceux tels que f; =0 ou f, =0 modulo ce facteur;

— ceux tels que, si v; est 'un d’eux, on obtient, un entier r=r(v;), un
facteur H, de f, tel que le pged modulo v; de f; et H, soit de degré 0 en Y et
f,=P,P, ... P H, chaque P, divisant P,. Par le méme procédé que celui
du théoréme 1.1, on obtient le résultat dans k[X, Y]/v,.

La proposition 3.7 construit une factorisation de nr(f) satisfaisant aux
hypothéses de la proposition 3.3, laquelle donne le résultat du théoréme.

Majoration du degré des polynémes sur lesquels on travaille

En pratique, les différents calculs de division, pged et autres se font dans
k[X, Y] modulo des éléments de k[X], N(f), nr(f) ou I'un de ses facteurs.
La donnée de ¢ n’a été utilisée que pour déterminer N(f). Comme on
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travaille dans un systéme de variables ou ¢ est unitaire en Y, si n est son
degré en Y, en restant dans A4, on peut substituer & Y" sa valeur modulo
¢, Y"—c, dans chaque polynéme Q,, ...,Q,, du résultat. Ce qui donne des
polynémes Q,,...,Q,, de degré<rn—1 en Y, mais la substitution a élevé le
degré en X. Comme f divise N (f) en prenant le reste de la division euclidienne
des coefficients de Y?, i=0, . ..,n—1, dans chaque 0,j=1,...,m,par N(f),
on obtient des polynémes Q,, ..., Q,, de degré <n—1 en Y et strictement
inférieur a deg (N (f)) en X.

3.8. Mise en forme de I’algorithme

Pour ne pas alourdir la description de l’algorithme, on prend m=1 ce qui
n’enléve aucune généralité.

Soit f= [] f; tel que f; divise 14+ P? dans k[X, Y}/c, les données sont

15izp
¢, fet la liste de la famille (P), i=1,...,p.

La construction de la factorisation de nr(f) peut se schématiser par un
arbre; chaque nceud correspond & un scindage d’un facteur v en (v, v,),
lorsque le coefficient dominant d’un diviseur n’est pas premier avec v. On
obtient que nr(f) est le produit des feuilles de Parbre.

La construction et le parcours de Parbre vont se faire par un procédé de
« back-tracking », en travaillant sur trois listes de couples, le premier terme
étant un facteur, v, de nr(f), le second étant un élément de k[X, Y] : list,
list 0, list 1, que I'on va expliciter.

La liste list 1 est initialisée & [[nr (f), P,]], si f; divise 1+ P2 dans k[X, Y)/c
et les deux autres a la liste vide : [ 1.

Ayant trouvé une factorisation de nr(f) telle que D= [] f, divise 1+1¢

15k

modulo chacun des facteurs, soit :

()= 11 v;- I1 mw

1=j=1 1shze

On a construit pour j=1,...,/, un polynéme Q; tel que D divise 1+ Q7}
modulo v; et pour chaque A=1,...,e, on a trouvé D nul modulo p,, qui
divise 1+ P7.On a

list 0=[[p,, P, )], ..., [, PJ)
list 1=[[V1’ Ql]’ sees [V,, Ql]]

les py, . . ., 1, sont des feuilles définitives de Parbre en construction.
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Description de 'algorithme pour le passage de D a D * f, ., : Uinitialisation
est :

E:=fii1 list:=list 1, list 1:=[ ],

tant que list non vide.

Silist=[[v;, @}, ... -.. ], on travaille dans kX, Y]/v;
Si D (resp. E) est nul modulo v;, le probléme est résolu pour D * E modulo ce facteur, si D
(resp. E) divise 1+ P2, on ajoute [v, P] a list 0 et list devient [Vjt1, Qjsils - -5 .- -]

Sinon, si on trouve P tel que D* E divise 1+ P2 modulo v;, on ajoute [v;, P] dans list 1 et
list devient [[v;,;, Q;+1)s -+ - ... ]

Sinon, il y a scindage de v; en (v; ;, v; ,) dans un essai de division en effectuant Ialgorithme
d’Euclide, list devient

v, 1> Q3 [Vj, 2> Qj]’ Vie1r Qjaad -5 -]
et on recommence avec le terme [v; |, Q]

Il a été démontré que list devient [ ] au bout d’un nombre fini d’étapes.

Dans [9], en annexe 3, on trouvera un programme écrit pour m=1 et
exécuté sur Macsyma pour les exemples suivants :

exemple 1 :
c=1+x2+y% fi=1+(x+y)? f,=1+Q2y+x)?

dou nr(f)=25x3+34x3+9x.
On obtient v, =x, v,=x>+1/2, v; =50 x>+ 18; on obtient list 0=[ ].
exemple 2 :

c=((x+2)2+y*>=3N((x—2)>+3y*-3), fi=1+(x+y)? fo=1+x>
dans ce cas f passe par un point singﬁlier decona
nr(f)=x"-5x3+19x3+25x
on obtient ’arbre suivant :

nr (f)
/

x?+1 x’—6x3+25x

On obtient list 0=[x?+1, x], car f,=0 modulo x2+1.
exemple 3 :

c=y—x, fi=1+x% f,=1+)% fi=1+(x+y)?
onanr(f)=(1+x?)(@dx*+1).
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Le facteur x>+ 1 est mis dans list O et le reste du calcul se fait modulo
4 x>+ 1, sans autre scindage.
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