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MOTS INFINIS ET PRODUITS DE MATRICES
A COEFFICIENTS POLYNOMIAUX (*)

par Z.-X. WeN (1) et Z.-Y. WeN (%)

Communiqué par J.-E. PIN

Résumé. — Dans ce travail, on introduit une classe de suites engendrées par un produit de
matrices a coefficients polynomiaux, qui équivalent aux suites engendrées par une suite de substitu-
tions. Comme corollaires, on établit des équations de Mahler généralisées pour ces suites, et on
introduit une classe de suites automatiques.

Abstract. — In this paper, we introduce a class of sequences generated by a product of matrices
the coefficients of which are polynomials. We prove that the sequences of this classe are equivalent
to the sequences generated by substitutions. As corollaries, we establish generalized Mahler equations
and we prove that the set of natural numbers is a disjoint union of different Fibonacci sequences.

INTRODUCTION

Les suites automatiques et certaines généralisations ont été étudiées par de
nombreux auteurs, par exemple voir [1], [2], [3], [4]. Ce travail consiste a
établir, du point de vue des produits de matrices, une définition équivalente
des suites engendrées par une substitution, et & étudier leurs propriétés.

Dans le paragraphe 1, on étudie la structure algébrique de produits d’une
classe de matrices a coefficients polynomiaux, et ensuite, on introduit la
notion de suiter engendrées par ces produits de matrices. Le paragraphe 2
est consacré a établir des liens entre substitutions et produits de matrices. En
utilisant les résultats du paragraphe 2, nous établissons des équations de
Mahler généralisées pour les suites engendrées par produit de matrices qui
généralisent celles des suites automatiques; comme exemple, nous discutons
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320 Z.-X. WEN, Z.-Y. WEN

I’équation de Mahler de la suite de Fibonacci. Enfin, comme corollaire du
résultat principal, on introduit une classe de suites automatiques.

1. SUITES ENGENDREES PAR UN PRODUIT DE MATRICES A COEFFICIENTS
POLYNOMIAUX

1. Notations et préliminaires

Dans cet article, on adopte les notations suivantes :

Z[X] : 'anneau des polyndmes a coefficients dans Z;

d : un entier positif =2;

A : le sous-ensemble des polyndémes de Z [X] a coefficients 0 ou 1;

B, : le sous-ensemble de Z [X]* défini par P(X):=(p, (X), . ..,ps(X)) € B,
si et seulement si Vi, p;(X)€ A et ou bien P(X)=(0, ...,0)=:0, ou bien

dPEN+1

a
p(X)I=Zp,-(X)= Z D Ch
i=1 i=1

oud(P(X)=d(p(X))= sup deg(p;(X)) est le degré du polynome P (X).

15i<4

M 4 : V'ensemble des matrices d’ordre d dont chaque colonne est dans B,.
[AM];; : Pélément d’indice (7,/) de la matrice M.

E={e,,...,e;},avec e,=(0,...,1,...,0).

B,= {P(X )=(p, (X), . . .,ps(X)); pour tout i, p;(X) est une série formelle
d

a coefficients dans {0,1} et p(X)= ) p,(X)= 3 X"}.

i=1 nz0

On munit B, de I'opération binaire « @ » de la fagon suivante : Pour
P(X), Q(X)e B, on définit

PX)® QX)) =P(X)+Q(X). x*¢ o+ (1)

et on fait la convention d(0)= —1.

Il est facile de vérifier que (B,, ®) est un monoide avec 0=(0, ...,0)
comme élément neutre. De plus si P(X)=(p; (X), ...,ps(X))eB;, ona

P(X)= Z pi(X)e;. @
i=1
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MOTS INFINIS ET PRODUITS DE MATRICES 321

Drautre part, on voit facilement que chaque élément P(%£0) de B; peut
étre engendré par des éléments de E, c’est-a-dire

dPy+1 dP)+1
P= @ u= 3 u; X971 3)
j=1 ji=1

ou u;€ E. En effet, on peut vérifier que, si X/~ parait dans p;, alors u;=e;.
Soit 8;(ep) =38, 1 <4, j=d, en comparant (2) et (3), on obtient

dP)+1

p= Y Su)Xxit. “
i=1

2. Les endomorphismes de (B;, @) et leurs matrices représentatives

Supposons maintenant ~e End (B,, @), par (2),
d
hie)= Zl’jiej=(171i:- cosPa) =Py 1gi<d, (%)
i=1

Par conséquent, ’endomorphisme 4 détermine une matrice M (h)e .,
MmB=\|... ... ... =:(Py,...,Pp) ©)

Inversement, étant donnée une matrice M e .#,, on définit une application
h :E — B, par (5) et (6) et puis, on prolonge s & B, par h(® up)=® h(u;) ou
u;e E. Donc, 'application M : End (B,, ®) — 4, est surjective, de plus, on
voit facilement qu’elle est injective, on a alors

LemMe 1 : L'application M :End (B, @) — M 4, h — M (h) est bijective.

Soit N, M deux matrices de .#, avec

d (Nei) +1
Ne= Y ;X' 1<Zi<d, e,eE.
j=1

Une matrice Nyy=(Nyey, . . ., Ny e,) sera définie de la fagon suivante :

d(Nepy+1
Nye= Y e XIS, 15i<d, 0

i=1
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322 Z-X. WEN, Z-Y. WEN

ji—1
sii= ). d(Mey), 1<j<d(Ne)+1, et d(Mey):=0. (8)
k=0
Puis on définit une multiplication « @ » sur .#, par
M®N=M.N,

On verra que (#,, ®) est un monoide et que 'application M du lemme 1
est un isomorphisme.

Exemple 1 : Soient

x 0 0 1 x x?
M= 0 1+x 11}, N={f x x* 1
1+ x? 0 x x2 1 x
Alors
Ne,=e;+e,x+e;x?, e =ey, e, =e,, €31 =es3;
Ne2=e3+elx+e2x2, e,,=es3, ey;=€y, €3,=¢€y;
Ne3=e2+e3x+e1x2, e3=e,, €3 =83, €33=¢y;
d(Me)=2, d(Mey)=d(Me;)=1,
d(Ne,)=d(Ne,)=d(Ney)=2,
5,,=0, Sy1=2, S31=3;
$,,=0, $;,=1, S3,=3; 513=0, S;3=1, S33=2.
Dongc,
Nye,=e +e, x*+ey x> =(1,x3,x%,
NMe2=e3+61x2+e2x5=(x2,x5,1)‘,
NMe3=e2+eax2+e1x4=(x4,1,x2)‘,
/ x 0 0 1 x2 x*
M®N=M.N,= 0 1+x 1 x* X 1
1+x2? 0 x x> 1 x?
x x3 x3

= x3+x*+x> 1+x°+x° 1+ x+x?

1+x2+x%  x+x2+x* x3+x*+x

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications



MOTS INFINIS ET PRODUITS DE MATRICES 323

Remarque 1 : On donne dans la suite un autre algorithme, plus simple, de
calcul de N,,.

Soit M (X), N(X)e .4, donc
MX)=M (X), .. ~,Md(X))=(mij(X))1§i.j§d’
NX)=(N, (X), .. -:Nd(X))z(”ij(X))1§i,j§da
avec M;(X), N;(X)eB,, 15j<d.
Soit

dM;(X)+1

Mj(X)Z.Z mij(X)= z xt-?

Pour chaque mondéme X', on définit un vecteur
| N | 1 1\t
V= (V1 v o o5 Vijp v - - Vaj)'s
ou

1
i

#{p1st<LX'em(X)}, si X'¢my(X);
[ J tj
! #{t1<t<l,X'em;(X)}—1, sinon.

Avec cette notation, si X'e M;(X), alors X' peut s’écrire X¢, ou ¢=1,7} et
1,=(,...,1).
Soient M, N deux matrices de .#,, alors

N(X)M(X)=N(XM):

ou N (X™) est obtenu en remplagant chaque mondme X' de V; (X ) de N par
XM et c(M)=1, M(1)2},
Prenons M et N comme dans ’exemple 1, alors, des calculs directs donnent
X100, 0)* X100, 1) X101, 1)
N=. 'Xl (1,0, 0)* Xl (1,0, 1) Xl (0, 0, 0)¢
xra. 0)t X100, o) X101, 0)t

D’autre part

M1)=

N O -
S NN O
_— e O
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324 Z.-X. WEN, Z.-Y. WEN

Donc, on obtient la méme N,, que dans 'exemple 1.

De la méme fagon, on a

X100, 1) 0 0
MX)= 0 X1(0,0,00 L y1(0,1,00  y1(0,0,0)
x1.0, 0)‘+X1 (1,0, 1) 0 x10.1, 0y
1 1 1 X3 0 0
NO={1 1 1], MXyx=MI%H=} 0 1+x3 1
1 1 1 1+ X6 0 X3

Remarque 2 : Les discussions ci-dessus peuvent €tre généralisées aux matri-
ces dont chaque colonne est dans # .

LeMME 2 : Soient h, ge End (B,, ®), alors
M (hg)=M (h) M, (g)

ou M, (g): = M(g)y @ est défini comme dans (7).
Démonstration : Soit

et soit
d(g(e)+1

Mg)e,=g(e)= @ ey I<isd

j=1

Donc par (1), (4), (5), (7) et (8)

d(g(eH+1 d{g(e+1
Mhg)e=hg(e)= @ h(e)= Y  h(e)XSiti~t
ji=1 ji=1

d{g(e)+1 d

= Z ( Z Sl(eji)h(el)>Xsii+j_1

ji=1

dig(e))+1 g4

= ) Z 3, (eji)< > szek>Xsij+j~1~ (10)
=1 1=1 k=1

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications



MOTS INFINIS ET PRODUITS DE MATRICES 325

D’autre part, d’aprés la définition de M, (g), nous avons

d(ge))+1
M, (g)e;= z ejiXsﬁﬁ—l
i=1
d(glen+1 d d diglen+1
= Z < Z Sl(eji)ez)Xsﬁﬁ_1= Z ( Z 81(eji)Xsﬁ+j—1>ex-
j=1 =1 1=1 j=1
Donc,
d d d(g(e)+1
M) M, (g)e;= ) (Z( > Sl(eji)iji+j_l>pkl)ek' (1)
k=1 \I=1 j=1

et le lemme 2 en découle en comparant (10) et (11).

Soient M, M, e, par le lemme 1, il existe 4, 4, e End (B,, ®), tels que
M, =M(h,) et M,=M(h,), si I'on définit M, ® M,= M (h) M, (h,), alors
d’apres le lemme 2, M, ® M,=M (h, h,)e #,. Donc pour 'opération de la
multiplication « ® », ., est un monoide dont I’élément neutre est la matrice
unité 1. Par les lemmes 1 et 2, on obtient la proposition suivante

ProrosiTioN 1 : L'application M :End (B,, ®) — (M ; ®) est un isomor-
phisme de monoides.
i

COROLLAIRE 1 : Supposons h, e End (B,, ®), | <k <n, et posons H;= 1_[ Ay,

k=1
alors
j
MH,)=[] Mg, _, () 12)
k=1
ou Hy:=id, My:=L
En particulier, si he End (B,, @), et h°:=id, alors
MEY =[] My-1(h) (13)

k=1

Maintenant, nous étudions le probléme réciproque. Nous allons en effet
établir la proposition suivante :

ProposiTiON 2 : Soient M, une matrice de M, et M, une matrice & coeffi-
cients dans A, telles que le produit M, M, soit dans M, alors il existe
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326 Z.-X. WEN, Z.-Y. WEN

hy, h, € End (B,, ®), tels que

M hy)=M, M, et M, (h)=M,.

Démonstration : D’aprés la proposition 1, il existe un couple unique
h, h, € End (B,;, ®), tels que M (h,))=M, et M(h)=M, M,. Posons

Pi1 - P 911 - - - 914
M=LPy,....P)=1|... ... ... R My=(Qy,...,0)=1{... ... ...
Pat - - - Pad a1 - - - Gaa
11+ -T1a
M, M,=R,,.. . R)=1{... ... ...
Fag o Tgq

On va chercher un endomorphisme 4, tel que M(h h,)=M, M, et
Mhl (h2)=M2

Comme M, M,e #,,

D(@)+1

d
Z rki= z Xj_la
k=1 ji=1

ou D(i):=d(M, M,e;). D’autre part,

d

a d d d d ,d+1
Z Ti™= Z < Z ka%i)z Z ( Z kaq“)= Z < Xj_l)‘]u:
k=1 k=1\1I=1 1 k =1 1 .

=1 =1 j

j=

oud(l):=d(M, e). On en déduit que

D@E)+1 d

d{)+1
£ x=x( T v
j=1

(14)
=1 j=1
En comparant les deux membres de I’égalité ci-dessus, on voit que 1 ne parait
que dans un ¢, ;, ou 1=<¢, <d. On obtient donc par (14) :
" D(i)—d(ty) d d@)+1 d(t)+1

Z Xd(t1)+j___ 2 Z Xj—l = Z X}"‘l_
j=1 1=1 j=1 j=1

Pour la méme raison que précédemment, il existe un entier z,, tel que X“¢1
soit dans ¢,.;.
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MOTS INFINIS ET PRODUITS DE MATRICES 327

Continuant ce procédé, nous obtenons une suite finie ¢;, telle que, pour

J
chaque j, X*@U) (()1‘1 s(d(j)):=( > d(tk)> +j> soit dans ¢;, ;.

k=1
Soit A (i) le nombre de monémes non nuls apparaissant dans Q,, on définit
un endomorphisme /4, comme suit :

A ()
hy(e)= @ e, (15)
j=1

Ensuite, par des calculs analogues a ceux du lemme 2 et par (15), on peut
voir que
M (hyh))=M, M, et M,=M,, (hy).

La proposition est alors établie.
3. Suites engendrées par des produits de matrices

PROPOSITION 3 : Soit (M,),> une suite de matrices a coefficients dans 7 [X)
satisfaisant les conditions suivantes :

(Hy) Vnzl, N,:=]] M,e,,
k=1

(H,) Vnz1, le terme constant 1 parait dans {M,],.
Alors, la limite de N, e, existe quand n tend vers linfini et on la note N e,.

Démonstration : Par la condition (H,), N,, N, €.#,, donc, par I'égalité
+1]xl Z [Nn.]u[ +1]j1: léléd,

et par la condition (H,), les d([N,, {];;) premiers termes du polynéme [N, ];;
constituent exactement le polynéme [N,];; pour tout 1 <i<d. (Autrement dit,
le vecteur de polynémes N,e, est un « préfixe » du vecteur N,,,e,). Ceci
démontre la proposition.

Remarque 3 : Si 'on suppose, pour tout k=1, que [M,];; contient le terme
constant 1, alors

lim N,e;=N,e;

n = o

vol. 26, n° 4, 1992



328 Z.-X. WEN, Z.-Y. WEN

existe, 1<i<d. En particulier, si pour tout k=1 et tout 15i<d, [M];
contient 1, alors la limite

lim N,=N,

n— oo
existe.

Remarque 4 : Sous les hypothéses de la proposition 3, N, e, € 8,.

Remarque S : (a) Soit (h,),, une suite de End(B,, @) et quel que soit
neN,

hn (el) = el @ Wps

n

ou w,€ B,;. Posons H,= || A,. On vérifie sans peine que pour tout neN, le
n d n k
k=1

polynéme H,(e,) est préfixe du polynéme H,,,(e,). Donc, quand » tend
vers l'infini, la limite H, (e,) existe et est dans #,;. On la note H, (1).

(b) En particulier, si 4,=h pour tout neN et h(e,)=e, ®w, we B,, alors

h®(e)):= im A" (e,)

n = o

existe. De plus, étant donné u= @ u,€ B, u,€ E, on définit
n21

h(® u)= @ h(u,),

n21 n21

alors, on peut prolonger h de B, dans %, de la fagon précédente. Soit
u=h"(e,), on constate facilement que 4 (u)=u. Dans ce cas, on dit que u est
un point fixe de A.

(¢) Soit h,€End (B, @) et soit M (h,) la matrice représentative de #,. Alors
1 parait dans [M (h,)],, < h,(e,)=e; w,, w,eB,. Avec les notations précé-
dentes, nous avons

H,(e))= lim H,(e;)= lim N,e;= lim (H Mk(h,,))e1=Nme1.
n— o n- o n— o \(k=1

Sous les hypothéses de la proposition 3,

(1,...,d) im N,e,=(,...,d)N,e,

n — ©
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MOTS INFINIS ET PRODUITS DE MATRICES 329

définit une série formelle 4 coefficients dans I’ensembie {1, ...,d }, et ses
coefficients définissent une suite (a,),»,; composée de 1, . . ., d qu’on appellera
la suite engendrée par le produit des matrices (M), ;.

(1) Si la suite (M,),», ne satisfait que les hypothéses (H,) et (H,), on dira
que la suite (a,),>, précédente est engendrée par un produit de matrices du
type 1.

(2) On fait ’hypothése suivante :

H;) M, e, le terme constant 1 est dans [M],;.
Par la proposition 1, il existe hAcEnd (B, @), tel que Mh)=M,.

Définissons M, :=M-1(h), n=2, par le corollaire 1, nous avons
n-1

M#D =[] M,e A, donc 'hypothése (H,) est satisfaite.

k=1
Drautre part, on peut vérifier que, pour tout #=1, 1 parait dans [M,],,; il
en résulte que ’hypothése (H,) est automatiquement satisfaite. Dans ce cas,
on dira que la suite (a,),>; est engendrée par un produit de matrices du
type 11. -

(3) Sous I’hypothése (H;), on suppose de plus :
d(Mye)=...=d(M,e)=q

ou g est un entier positif. Donc, pour tout 1<i<d, d(h(e))=g—1. Par la
définition de s;; {voir (8)], on obtient facilement

sptj—1=jg" 1 lici, M= M (h), N=M (h"~*) dans (8)].
On en déduit
M, (X):=Myn-1 () (X)=M, (X" 7).

On dira alors que la suite (a,),»; est engendrée par un produit de matrices
du type III.

2. LIENS ENTRE SUBSTITUTIONS ET PRODUITS DE MATRICES, LES RESULTATS
PRINCIPAUX

Soit X un ensemble fini qu’on appelle alphabet et les éléments de T* sont
appelés mots de longueur k (k=1). On convient que X°={ ¥ } est I’ensemble
dont le seul élément est le mot vide. On pose

Tx= | ¥

k20
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330 Z.-X. WEN, Z.-Y. WEN

I’ensemble =* est muni de I'opération de concaténation. Si m,, ...,m, sont
des mots, on pose

v
c my=m,...m,ex*

i=1

Remarquons que, sous cette opération, * est un monoide libre dont 1’élément
neutre est .

La longueur du mot u est notée |u|.
Plus généralement, on pourra considérer des concaténations infinies

c m=m;m,... eI\
iz1

Soit ¢ une application £ — X*. On prolonge ¢ en une application TV — N
notée encore o, définie comme suit : Si x=(x,)eZV, alors

o(x)= c o(x)eZV,
i1

o s’appelle une substitution sur X. Si pour tout a€ X, |6 (a) |=k, o est appelée
une k-substitution. On peut considérer aussi o comme un endomorphisme
de T*,

Un élément se ZN est dit point fixe de la substitution si o (s)=s.

On sait que, si o (a)=aw, weX*, alors

o®(a):= lim c"(a)
n— o

définit une suite qui est point fixe de o (voir par exemple [2]).

Soit E un ensemble fini et soit 1:Z — E. Si la suite seZN est engendrée
par une substitution, on dit que la suite ©(s)=(t(s,),» o €EN est elle aussi
engendrée par une substitution.

Enfin, si (6,),>, est une suite substitutive sur X satisfaisant o, (a)=aw,,

w,eX*, alors [] (o,)(a) définit une suite (2,),»0, quon appelle la suite
n=1

engendrée par la suite de substitutions (c,),5 ;-

Soit £={1,...,d} un alphabet. On définit I'application A:X — B,, par
i—e; et on la prolonge en une application de X* dans B,, encore notée A,
de la fagon suivante : pour tout u, ve X*,

Auv)=r@) @A V)=A(@)+Ar(v) X! (16)

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications



MOTS INFINIS ET PRODUITS DE MATRICES 331

Il est facile de vérifier que A est un isomorphisme (de monoides) entre
(Z*, <) et (B, D).
En particulier, si

a(P) a(P)
P=(py,...,p)=) X'u=® u,
j=0 j=0
ou u;=¢; si X/ est dans p;, on obtient
A Y(P)=aa;. . .ayp an

ou a;=isiu;=e.
Soit 0 une substitution sur X, le diagramme commutatif suivant induit un
endomorphisme A, de B,.

A A1
I*—— B;— X*
J Lhe 10,=0

z*—*, g0z

Figure 1.

Remarque 6 : 0(1)=1w, weX* < hy(e;)=e; ®w, weB,.
Soit M (hg)=(P,, . . ., P;) la matrice représentative de h,, alors

A (1)=hy A (1)=hy(e,)= M (hy) e,
d’ou
9(1)=7L_1M(h6)e1 (18)

Par (17) et les discussions du paragraphe 1.3, on déduit que le second
membre de (18) n’est autre que la suite engendrée par la matrice M (k).

Soit (8,),>; une suite de substitutions sur X satisfaisant I’hypothése
suivante :
Hy) 6,()=1w,, w,eX* n=1, et soient hy, les endomorphismes induits par
les ©,.
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n

Posons ®,:= [] 6,, alors Hg = [] h,, est 'endomorphisme induit par ©,.
k=1 k=1

Par le corollaire 1,
N,,:=M(H®n)= H MH@k_l (hek)-
k=1

On a donc de (18)
e,(1)=\"1 1‘1,5,”(e1)=7f1 N,e,.
Soient

O(1):= lim O,(1), H(e,)= lim Hg (e,), M(H)e,= lim N,e,.
n— o n— o n = o
On sait que toutes les limites existent si ’hypothése (H,) est satisfaite.

Soit t=(zn)ngerN, on prolonge A en une application de =N dans %, en
posant A(2)= @ A(z,). On obtient donc finalement

n20
O(I)=A"'H(e,)=A"t M(H)e, (19)

C’est-a-dire, si une suite (2,),>, est engendrée par une suite de substitutions
(6,),>  satisfaisant Phypothése (H,), alors elle est aussi engendrée par produit
d’une suite de matrices satisfaisant (H,) et (H,).

Inversement, si 'on donne une suite de matrices (M,),>, possédant les
propriétés (H,) et (H,), alors, il existe une suite d’endomorphismes (4,),,
satisfaisant ’hypothése (H,), et par conséquent, une suite de substitutions
(0,),>, sur X satisfaisant ’hypothése (H,); a des notations pres, on a une
formule analogue a (18). Ainsi, on a établit le théoréme suivant :

THEOREME 1 : Soit E un ensemble fini non vide, soit t=(t,),»q€ E", les deux
propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) La suite t est engendrée par une suite de substitutions;

(ii) ¢ est engendrée par un produit de matrices du type 1.

En utilisant la remarque 3 du paragraphe 1.3 on obtient aussi

THEOREME 1’ : Sous les mémes hypothéses que dans le théorémel, les deux
propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) t est engendrée par une substitution,

(ii) t est engendrée par un produit de matrices du type I1.
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THEOREME 1" : Sous les mémes hypothéses que dans le théoréme 1, les deux
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) t est engendrée par une k-substitution;

(ii) t est engendrée par un produit de matrices du type I11.

Exemple 2 : Soient 0, c deux substitutions sur X avec G (i)=ay;. . .4y 4qy i
et soient A, g les endomorphismes sur (B;, @) induits par 0 et o avec M, N
leurs matrices représentatives. Alors la substitution 8o induit I’endomor-
phisme hg. Par la proposition 2, 1a matrice représentative de hg est M. N,,.

Remarquons que d(Me)=|0()|—1, d(Ne)=|oc(i)|—1, on peut réécrire
la formule (7) en

i-1 j-1
sji(h’g)z Z d(Meki):( Z ‘(e(aki)l>—(i+ 1),
k=0 k=0

ou on convient que aq;= .

11 résulte que la formule (8) peut étre mise sous la forme

{o @) j-1
Nye= Y e X*©@0kD), o s(o(i ki)=Y |o(ay]. (8
i=1 k=0

De plus, st 6=0c, on aura

ICIOR! i—1
My te= Y e;X*@CLD on s@"G.k,i)=73 |0 (@] (&)
i=1 k=0

En particulier, si |8(i)|=g¢, 1<i<d, alors

q
My te= ), ejiXU—l)q”—l- ")
j=1

J
Exemple 3 : La suite de Thue-Morse.

={1,2}, E={0,1}, t(1)=0, Q)=
o)=12, 6Q)=21, D)=t

La suite {1(Z,) },», est appelée suite de Thue-Morse.
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Définissons

fi=) a, X", ou a,=0,sit(s)=0; et a,=1,sit(t)=1.

nx1

=3 b, X", ou b,=0,sit(t,)=1; et b,=1,si1(s,)=0.

n=1

D’autre part, on voit que h(e;)=e, @ e,, h(e,)=e, D ey,

Ml()o=<;( ’f)

On a donc par (8'")

M,e,=Myp-1(h)e,=e;+e, X2 ', M,e,=e,+e, X*"’,

an—1
M"(X)=<le"-1 " )

Supposons que (c,),»; est la suite de Thue-Morse sur {1, —1}, et

fX)=>3 ¢, X" 1. Alors

nz1

f@O=0, - [[ Mye;=(1-X,1+X) [ M, ¢,

n21 nz2

=(1-X)1, =D [] M,e;=(1-X) f(X?).

nz2

On obtient I’équation fonctionnelle
f)=0-Xx) f(X?.
Example 4 : La suite de Rudin-Shapiro.

£={1,2,3,4}, E={0,1}, t()=t)=0, B)=t@)=1;
e()=12, 06(2)=13, 06(3)=42, 6(4)=43.

Soit 6°(1)=(%,), 1, alors la suite (t(2,)),>, est la suite de Rudin-Shapiro.
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On voit que dans ce cas, h(e))=e, De,, h(e,)=e, De;, h(e;)=e, @ e,,
h(ey)=e, @ es.

1 1 0 O
M, ()= X 0 X 0
! 0 X 0 X
0 0 1 1
Calculons par (8’"), nous obtenons que
1 1 0 0

in -1 0 X2n -1 0
0 x> ! 0 X
0 0 1 1

M, (X)=

et (1,2,3,4) Nye,= ¥ 1, X L.
nx1
Supposons que (c,),», est la suite de Rudin-Shapiro sur {1, —1}, et
S(X)= ) ¢, X", alors on a ’équation fonctionnelle

n=1

=011, -1, -] Mye,=(1+X,1-X, —1+X, ~1-X) [] M,e,

nz1 nx2
=(1,1,-1,—-1) H M,e,+X(1,—-1,1,—-1) H M,e,=f(X)+Xf(—X?).
nz2 nz2

En remarquant que

1 1 0 0
X2 0 X* 0
0 X* 0 Xx?
0 0 1 1

aQ-151,-1

1 1 0 0
—l 1)) -x2 0 -Xx* 0
S 0 -x2 0 —x?
0 0 1 1

Exemple 5 : 1a suite de Fibonacci.
8(Dh=12, 68)=1, O ()==n21-
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Définissons

fi=Y a,x"',  ou g,=1,sit,=1; et a,=0, sinon.

nzl

fr=Y b, X", ou b,=1,sit,=2; et b,=0,sinon.

nzl

Maintenant, h(e,)=e, D e,, h(e,)=e,, et

Ml(X)=<;( (1))

Remarquons que |8"(1)|=F,, ou F, est le n-iéme nombre de Fibonacci.
(Cest-a-dire, F, ., =F, . +F,avec F,=1, F,=1))
Nous obtenons donc par (8")

(11
Mn(X)—<XFn 0)

_ L1, _(fi
Mo H(XO) (f)

et

en remarquant que

X10.00  y1(0,0)
M. 0=( )

X1 oy 0

M1(1)=<1 (1)) (1,1)M"((1)>=F,,.

Donc, si ’on adopte I'algorithme de la remarque 1, on obtient

[ (X) _ 1 1 1 1
(fZ(X))_<X1(1,0)' 0>ngl<X1M"(1)(1,o)' 0>el

(1 A(XM))
(X““”' 0><f2(XM) ™

et on obtient ’équation fonctionnelle suivante

et

FrXO=f1 (XM)+ XAV £ (M),
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3. CONSEQUENCES DES THEOREMES PRINCIPAUX

1. Soient t=(z,),5, le point fixe de la substitution O satisfaisant (H,),
0°(1)=0()=t et MO()=u= @ u,, u,€B, Soit 2 I'’endomorphisme sur

n20
(B, @) induit par 0. Alors par la remarque 3 (c), 4° (e;) = A (u)=u. On déduit
donc

°(e)=10° (1) =0 (1) = u= h (u) = hk® (e,)

Si I'on désigne par M (h®) et M (h) les matrices représentatives respective-
ment de A° et 4 [remarquons que sous 'hypothése (H,) la premiére colonne
est bien définie, mais on note quand méme par M (h®) par abus de langage,
parce qu'on n’a besoin que de M (h°)e,], par des calculs analogues a ceux
du lemme 1, la matrice correspondant a #h® est M (h) M, (h°); on établit alors

THEOREME 2 : Sous ['hypothése (H,) on a I'équation de Mahler généralisée
suivante :

M (h*) e, =M (h) M, (h°) e, (20)

En particulier, soit O une g-substitution sur X et soit M,=M (h). Par la
définition du produit de matrices du type III, on voit que

M= M, ou M,(X)=M,(X7).

nz1
Donc si l'on pose
M(X):=M(h")(X)
alors
MX)e; =M, (X)M(X%)e,. ey
Par le théoréme 2 et la remarque 1, on a

COROLLAIRE 2 : My=(M (0)) (1) désignant la matrice de la substitution 0 et

fis fas « oo s [y désigriant les fonctions génératrices des apparitions de 1,2, . . .,d
dans la suite substitutive, on a
h H1(0(X) k f1 (04 (X))
o 2 )= =OMmE |
fa JACIe ) fa(® (X))
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ou f;(6* (X)), 1<j<d, s’obtient en remplagant dans f;(X) chaque X' par X,
avec c¢(M)=1(My)*V; et ou la j-iéme colonne de M, (8'(X)) s’obtient en
remplacant dans la j-iéme colonne de M,(X) chaque X' par X°(M), avec
(M) =1 (M) (D)V,.

Remarque7 : On peut généraliser le corollaire 2 aux suites engendrées par
produit de matrices du type 1.

Comme application, on va démontrer que I’ensemble des entiers Z peut
étre décomposé en une union disjointe infinie de suites de Fibonacci diffé-
rentes (voir appendice).

2. (a) Notons 4*(d) le semi-groupe composé des matrices d’ordre d dont
les coefficients sont 0 et 1 et dont chaque colonne a un et un seul 1 (c’est-a-
dire les matrices stochastiques par colonnes a coefficients 0 et 1).

Soient A, ...,A4,_,€A4*(d), q=1, alors 4;=(e;,...,e;), 05j<q—1,
1<i<d, e;eE.

Remarquons d’abord que nous pouvons définir une g-substitution sur
Z={1,...,d} de la fagon suivante :

0()="c A"l(e,), 1<i<d. 22)
ji=0

j=

D’autre part, étant donnée une g-substitution

0()="c a;, aucX. 23)

J
ji=0
Alors, nous obtenons g matrices de 4* (d) :
Aj=(ex(aj1)’ .- -sel(njd))s 0=j=q-1

Nous établissons ainsi une bijection entre les g-substitutions sur X et les
sous-ensembles de cardinal g de 4* (d) avec ¢(M)=1(My)*(1) v}

Remarque 8 :
Hy) [Aolii=1=0)=1w, weZ*

Remarque 9 : Posons M= ) A ;- Alors M n’est autre que la matrice
05j2q-1
substitutive de 8 qui joue un role trés important dans P’étude de 6. Voir, par
exemple [3].
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(b) Posons :
g—1 q—1 n

Mo@)=Y 4,X,  M,(X):= Y 4,X%,  N,)=[] Mx) @9
j=0 i=0 k=0

Nous avons évidemment :
M,(X)=M,(X?).

Donc les matrices M, sont de matrices du type III, et N, est le produit
partiel de matrices du type IIL Si © est la substitution définie par (22) et A
I’endomorphisme sur (B,, @) induit par 8, on vérifie facilement que M, (X)
est la matrice représentative de A. Il résulte du théoréme 1", que la suite
engendrée par le produit des M, coincide avec celle engendrée par 8. De plus

lim N,(X)e;=N_e,

n— o

existe et la suite des coefficients de (1, . ..,d) N, e, qu’on note (2,),>, est une
suite g-substitutive.

D’autre part, si 'on développe N,(X) en polyndmes a coefficients matri-
ciels, on obtient

4n+1_1

N, )= Y CGmx*
k=0

ou C, (n) dépend de n.
Développons k en base ¢ :

k=bo+b,q+...+b,q", 0<b<g—1.

En particulier, si ’on suppose g"<k<q™*!

, m+1=Zn, alors
C.(m)=Dy...D, A3 ™, D;e A*(d) (26)
Donc, si N2n, on a
C,(Ny=D,...D, AN~ ™

Sous I'hypothése (Hs), i.e., [4ol;; =1, on a Aye; =e;, donc pour tout
AeA*(d), et neN, A4 (e,)=A(e,), il en résulte que

lim AAG(e))=Ae,.

n = o
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Donc si ¢" " <k < g™, notons par abus de langage C,=D,. ..D,,
Par le théoreme 1", nous avons

Cilep=¢e; < [Cly=1 <« X*e[N], <= 4=i 27
Définissons t(C,) =X~ ' (C,(e,)), nous avons alors par (27)
T (CMizo= 20
Nous énongons donc le résultat suivant :

THEOREME 3 : Avec les notations précédentes, soient A, . . ., A,_, q matrices
quelconques de A* (d). Il existe une application ©v: A*(d) — Z, telle que (C\ )y,
soit une suite engendrée par une gq-substitution.

3. Gardons les notations du paragraphe précédent. Soit
k=by+b,qg+...+b,q", 0<bh;<g—1, b,#0,

alors

gk+I1=1+bog+b,q*+ ... +b,q""", 0<isq—1. (28)
Par (26), si nzm,

C,(n)=Dy...D, Ay ™.
On déduit donc par (28)
Cyosn(m=A4,Dy...D, AT ™ L,
Remarquons que 4, e, =e,, nous avons
Ca+n(e)=ADy...D, A5 e, )=A4,Dy...D,(e)=A4,C,(ey).
ie.
Couri(e)=4;Ciley) (29)

Supposons maintenant que la suite (z,),>, €st engendrée par une g-substitu-
tion 9, alors il existe g matrices 4, . . ., 4,_, telles que (#,),5 0 soit engendrée
par le produit M, défini par (24). Nous obtenons par (27) et (28) -

At )= A (M) (30)

Inversement, soit (¢,),», une suite de composantes €{ 1, . . .,d} satisfaisant
(30) avec t,=1, ou 4,, 0<I<g—1, g matrices de 4*(d). Alors par le procédé
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précédent, il existe une suite (s,),» o avec s, =1 qui satisfait A (s, .,) = 4, (A (5))
et qui est engendrée par une g-substitution.

Donc, (f).»o coincide avec (s;),»o €t bien entendu, c’est une suite
g-substitutive.

Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant :

THEOREME 4 : Soit t=(t,),30€ N, les deux assertions suivantes sont
équivalentes :

(1) t est engendrée par une q-substitution;

(i1) ¢ est engendrée par q formules récurrentes.

Nous remercions J. Peyriére et M. Queffélec pour les discussions et aides.
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APPENDICE

Soient 6(1)=12, 8(2)=1 et 6°(1)=(1,),», le point fixe de 6.
Soit f; (X)= 3, a,X"= ) X"» la fonction génératrice de la fonction indi-

nz0 nz0

catrice de a,, ou a,=1si z,=1 et a,=0si 1,=2, et soit

L= —= ~{H)= T, X= ¥ b, X"

n=z0 n20

Dans l'exemple 5, on a établi ’équation fonctionnelle pour la suite de
Fibonacci.

Définissons
AG)=# {t;=1; 0<i<j—1} et A(0)=0 par convention.
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1. Par récurrence, on peut démontrer que

fi@=§ xteror,

nz20
Donc, par la définition de f; (8" (X)) et le corollaire 2, on a
f1(0Q)= Y X MemroD'= § x1m+iom,n)

n20 n20

[0 )= X 1My (2 ()t

nz0
2. Définissons une famille de suites «; de la fagon suivante :
U= { - }ngo= {Ug') }ngo,

uy={n}so=N,

u2={n+k(n) }ngo={wn}n;0a

u,={u§") }n;0={(1’ I)Mé_z(n’ }"(n))t }ngOa lgz
Alors
fO2)=Y X7, ou fi=f;

nz0
On convient que

fO72Q)= 3 X*™, [T (X)= Y X"

nz0 n=0
D’autre part, pour neN, on a
u? Fu=(1,1) My (n, L (n))' + (1, 1) My~ (n, . ()’
=(1,1)M:)_1(na)\'(n))t=u§'-ll)—1

donc la suite {u”},5, est une suite de Fibonacci dont les deux premiers
termes sont ¥’ =A(n) et ¥ =n.

Soit

L@ @)=Y X7,

nz0

analogue au précédent, on peut démontrer que { v}, est aussi une suite
de Fibonacci. [On peut le voir aussi par I’équation (%).]
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Maintenant, d’aprés les définitions de «{™ et v{™ et (%), on a successivement
N= { uf? }@0: {V(f') }n;o U { uy) }ngo
={v{ }ngo U {v§ }ngo U {uf }ngoz e

=( U {an)}ngo)u{uﬂll nzo= U {VE")}ngo

1515k 121

Remarquons que {v{"},., sont disjointes deux 4 deux, donc les suites
{v{"};50 sont disjointes aussi deux a deux, on obtient

N=U {v"};5,.

nz1
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