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REPRESENTATIONS MATRICIELLES DES SERIES D'ARBRE
RECONNAISSABLES (*)

par Symeon BozapaLipis (1) et Athanasios ALEXANDRAKIS (1)

Communiqué par J. E. PIN

Résumé. — On caractérise les séries d’arbre reconnaissables en utilisant des représentations
matricielles; on montre en plus que I'image d’une telle représentation dont la dimension est minimale,
est isomorphe a la K-Z-algébre syntactique de la série induite. On prouve finalement que deux
représentations matricielles minimales de la méme série, sont similaires.

Abstract. — We characterize recognizable formal series on trees by means of matrix representa-
tions. Furthermore, we prove that the image of such a representation with minimum dimension is
isomorphic to the syntactic K-Z-algebra of the induced series. Finally, we show that two minimal
matrix representations of the same series, are “‘similar”.

0. INTRODUCTION

Une série d’arbre est reconnaissable si elle peut se réaliser par un automote
multilinéaire d’arbre.

Berstel et Reutenauer ont prouvé que les séries d’arbre reconnaissables
sont exactement les solutions de certains systémes d’arbre canoniques et leurs
~ feuillages constituent les séries algébriques ordinaires; en plus ils ont établi
un « pumping lemma » concernant ces séries.

D’autre part, dans [2], on a construit la réalisation minimale d’une telle
série. Dans ce papier on caractérise les séries d’arbre reconnaissables par des
représentations matricielles et on montre que 'image d’une telle représentation
de dimension minimale est isomorphe a la K-Z-algébre syntactique de la série
induite.

Deux représentations minimales de la méme série, sont alors similaires.

(*) Regu novembre 1987, version finale février 1988.
(') Département des Mathématiques, Université de Thessalonique, Thessalonique, Gréce.
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450 S. BOZAPALIDIS, A. ALEXANDRAKIS

D’abord quelques préliminaires.
L’ensemble des arbres sur un alphabet gradué X, noté Ty, est la plus petite
partie de =* conténant X, et ayant la propriété.

cel,etty, ..., t,eTy implique ot;...t,eTy

Soient x une lettre (¢ X) et Ty (x) ensemble des arbres sur Palphabet gradue
X/, ou
o=, U{x}, Z,=%, n=l

I1 est clair que Ty (x) est un monoide, sa multiplication étant la substitution
ax.

Le sous-ensemble Py de Ty (x), constitué des arbres dans lesquelles la feuille
x figure une seule fois, est un sous-monoide libre de Ty (x) engendré par les
arbres de la forme

Oty oo i Xbipq s o by ceZ, t,eTy

P, opére sur Ty par substitution a x :
)
/N
G a
/IN
c

a

1. SERIES D’ARBRE RECONNAISSABLES

Soient I un corps et X un alphabet gradué fini. Une K-Z-algébre est un
corps &/ =(A, a) formé d’un K-espace vectoriel 4 et d’'une famille d’applica-
tions multilinéaires indexées par X:

a; Ax...xA- A, ceX, (nz0).

n-fois
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SERIES D’ARBRE RECONNAISSABLES 451
Un morphisme de of =(A, a) vers #=(B, b) est une application linéaire

h: A - B telle que pour tout 6 e X, le carré

s

Ax...xA - 4
hx“.Xhl ih

Bx...xB - B

Q

soit commutatif.

Notons K< Ty) lespace vectoriel engendré par lensemble Ty alotrs
K ( Ty > devient de maniére canonique une K-X-algébre qui est initiale 4 la
catégoric de ces algébres. Plus précisément, pour chaque [K-X-algébre
of =(4, a) on a une application

H,: Ty;-A
définie par les clauses

{ Hy,(0)=a, ceZ,
Hy(ot,...t)=a,(Hyty, ..., Hyt,)

L’extension linéaire de cette application
Hy: K{(Tp) -4, Hy (Zkit)=Zk;Hy (1)

est en fait 'unique morphism de la K-Z-algébre K { Ty ) vers .
Le monoide Py opére alors sur &/ via

q.0(ty ooy bioy Xtigy oo u ty)

=ag(Hgyty, ..., Hyt; y, g, Hytiyy, ..., Hyt,)
et cette opération se prolonge linéairement en une opération
AxK{Ps>—> A

K { Py ) étant I'algébre (ordinaire) du monoide Ps.
Désormais, on considére seulement des K-Z-algébres o/ pour lesquelles H ,
soit surjective.

Soit &/ =(A, a) une telle algébre; un sous-espace A de A qui a la propriété
geA & 1€P; = q1e¥
est appelé idéal de .
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452 S. BOZAPALIDIS, A. ALEXANDRAKIS

L’importance de cette notion se trouve a la proposition qui suit :
ProrosiTiON 1 : Pour tout idéal WU de o/ I'équivalence
91=4>(Ry) - ssi q;—q,€U

est compatible avec les X-opérations, donc Iensemble quotient ARy (noté
simplement A/W) devient une K-X-algébre et la projection canonique A — AN
un K-Z-morphisme.

Preuve : Il faut montrer que
:=q;(Ry) (i=1,2,...,n) et o©€eX
implique
a5(@1> - -5 4=, (a1, - - -, 4,) (Re)
Choisissons P;e K Ty ) tels que
H,(P)=gq, i=1,2,...,n

et soit
K
Pi=szitj’ i=1,2,...,n.
ji=1

Alors

(@15 Q2> - - > Gn)— 0o (41 G2y - - -» G0
=aa(q1’ EMPZ’ sey ﬁdPn)_ac(q’D ﬁ.dPZ: v ﬁ.ﬂlpn)
=@—4) ¥ Kz Kz Kok, .1)

Ja, - - osin

Comme q,=q; (Ry), la différence q, —q, eW; A étant un idéal, la somme
derniére appartient a 2, et cela montre que

ac(ql’ g2 - - > qn)Eac(q‘l’ d2> - - > Qn)(R‘u)

De la méme fagon
au(qll$ q25 trt qn)Eacl‘(q;’ q’2’ AR qn)E e Eau‘(q’l9 DR q;l)' -

Une réalisation d’une série d’arbre S: Ty — K est un couple (&7, ¢) formé
d’une K-Z-algebre o =(4, a) et d’une forme linéaire ¢: 4 — K de fagon que
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SERIES D’ARBRE RECONNAISSABLES 453

le triangle

K{Ts)
] N,
K/

soit commutatif (§ désigne I'extension linéaire de S).

S: Ty — K sera dite reconnaissable si elle peut se réaliser par un couple
(&, @), ou 'espace sous-jacent a 7 est de dimension fini.

A toute série S: Ty — K, on associe I'idéal syntactique
As={Q/S, Q1)=0, VteP:}.

Le quotient o/ g=K (T /WU est I'algébre syntactique de S (dans le cas d’un
alphabet nomadique, on retrouve la notion de I'algébre syntactique d’une
série ordinaire, v. [3]). Comme A;c=KerS, § induit une forme linéaire
¢s: &g — K telle que le triangle

KT, >\ _
Hg
§ '§M

Kﬁvs

soit commutatif.

La réalisation ci-dessusus de S est en fait (co)universelle, c’est-a-dire pour
toute reéalisation (&, @) de S, il existe un seul K-X-morpxisme ®: & — &g
faisant commutatif le diagramme

_ KT .

Hy Hyy
X
o l - of
\K/

PrOPOSITION 2 : Pour une série S:Ty— K les conditions suivantes sont
équivalentes

(i) S est reconnaissable

(i) L est de dimension finie. B

s
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454 S. BOZAPALIDIS, A. ALEXANDRAKIS

Dans [2] on a considéré Vg, le sous-espace de K"z engendre par les t7' S :
Vs=(t 'S/teTy)
out™!S:P;— K est définie par
¢S, 0=, t), VtePs
Vs est en réalité une K-Z-algébre si pour tout ce X, (n=0) on pose
v (7S, Lt S)=(ot, . . )T S,
PROPOSITION 3 : s V.
Preuve : L’application
h:K{Ts> -V, h(P)=P"'S§

est un K-Z-épimorphisme; son noyau est exactement ’idéal syntactique U,
donc

dS=K<T2>/QISgVS .

2. SERIES D’ARBRE REPRESENTABLES

Soient K un corps et £ un alphabet gradué fini.

Une [K-Z-représentation de dimension n est un triplet k=(o, ¥, v) forme
d’un vecteur ye K", d’'un morphisme de monoides ¢: Py — K"*" et d’une
application {: X, — K"; ces données sont assujetties a vérifier la condition
suivante

ct=c't = Y(@Qo@M=V¥({)e ) k)

/ 4
¢, c’'eXy et 1.7 eP;

Toute représentation k=(@, ¥, y) définit une série formelle d’arbre
Sy: Ty —» Kpar

(Sp )=k()y, VteT;
ou la fonction k: Ty — K" est donnée par
k@O=¥Y (@), t=ct, ceZy 1€Py

Une série S est dite représentable s’il existe k= (g, V, y) telle que S =S5,.
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SERIES D’ARBRE RECONNAISSABLES 455

Exemple : Soit f €%, (n21); pour tout Te Py notons ||, le nombre d’occu-
rences de fa 1. Il est facile de constater que les asseignements

Tj’,(l"’|1’|f |xls >€sz2

—[tl, 14|,
v
c—-(11), VceX,
ainsi que le vecteur
—~1/4
’Y =
1/4

constituent une Q-Z-représentation de dimension 2; la série induite, a chaque

te Ty associe le nombre des symboles f figurant dans ¢ (v. [1], p. 121).

THEOREME 1 : Toute série reconnaissable S : Ty — K elle est aussi représenta-
ble.

Preuve : Choisissons une base

trrS, .., S

de I’espace vectoriel Vg (voir prop. 2 et 3).

Pour tout te Py on pose

(tif)—1S= Z (p(t)ij(tj_ls) (1)
j=1

J
et pour tout ceX,, on pose
n
c1S=3 V(o) 8). 2)
j=1
On va montrer que les @: Py —» K"*" et {: Z, — K" ainst définis vérifient la

condition de représentabilité (vk); en effet si 'on a t=ct (ceX, et teRy)

vol. 23, n° 4, 1989



456 S. BOZAPALIDIS, A. ALEXANDRAKIS

alors
t_1S=(c1:)_1S=1:_1(c_lS)((i)t_l(z \l/(c)j(tj'lS)>

=2 V@t )= X v S
j=1 j=1

n

) w(c),( Y 0 Wi (t.zIS))= Y WPk

1

@

ce qui montre que les scalaires [W(c)o (1)]x (K=1, ..., n) constituent les
composantes du vecteur ¢t 'S par rapport 4 la base t;*S,...,t; 'S, donc
elles sont indépendantes de la factorisation t=c 1. On choisit finalement

Yiz(S, ti)s i=1...,n (3)

Pour tout t=c7t on a alors

(S, )=@""'S, x)=( E_: WE@e@k'S), x)
=2 NOe@k'S, x)
K=1

=Y M@ o@kS, t) 2 (©) @@ Y=(Sp )
K=1

(x désigne I’élément unité du monoide Py) donc*S =S, et par suite la série S
est représentable. H

THEOREME 2 : Toute série représentable, elle est aussi réconnaissable.

Preuve : Considérons une K-X-représentation k= (o, ¥, v) de dimension n
et soient

K:K(Ts> > K et @:K(Pg)— Km*n

les extensions linéaires de k et @ respectivement.

Il est facile de constater que pour chaque Pe K {( Ty ) et chaque Te K { Ps )
ona

k(PT)=k(P)o(T). 4)
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SERIES D’ARBRE RECONNAISSABLES 457

Maintenant, nous allons munir ’espace vectoriel
Im (k) s K"

d’une structure de K-Z-algébre. Pour cela on définit I'application

. : Im (k)" - Im (R), cex,
par

po(my, ..., m)=k(c(Py, ..., P))
ou m;eIm (k) et les P,e K { Ty ) sont choisis de fagon que
k(P)=m, i=1,2,...,n

Soient Pje K{ Ty ) tels que

k(P)=k(P), i=1,2,...,n ®)
et

Pi=ZKjitj7 Pg‘:Z)"ﬁtj, i=1,2,...,n

J J
alors

k(c(Py, Py, ..., PY))=k[P,c(x, P;, ..., P,)]

4) — — (5) — N =
ZE(P)®[o(x, Py, ..., P =k(PD@[o(x, Py, ..., P

4) —

=k((Py, Py ..., P)=...=k(c(P}, P} ..., P})
ou

o(x, Py, ..., P,,)=. . Kj 2-..K; ,0kt;,...8)

J2s « « «sin

Cela montre le bien défini de Popération p, De la discussion précédente
résulte que k:K{Ty)> - Im(k) est un K-X-morphisme, par conséquent
k=H, 4

De l'autre cbté, on définit la forme linéaire @, : Im(k) — K par ¢, (x) =0y,
VaeIm(k)s K"

Le couple (Im (k), ¢,) est une réalisation de dimension finie de S, cdt.
(S )=k O =0, (k(?)).
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458 S. BOZAPALIDIS, A. ALEXANDRAKIS

La série S, est donc reconnaissable. W

COROLLAIRE : Si k., est une représentation de la série S de dimension
minimale, alors la K-Z-algébre Im (k) est isomorphe a algébre syntactique
oA .

Preuve : Notons n la dimension de k,;,; du théoréme ci-dessus et de la
proposition 2 découle.

dim o <dim Im(K,,,) <n.

En utilisant le théoréme 1, on construit une représentation de S dont la
dimension est égale a dim Vg=dim «/g; n étant minimale, on obtient

n=<dim
d’ou I'égalité.
dim o/ g=dim Im (k). (6)
D’autre part, I'inclusion
Ker k;, S Ug

(U I'idéal syntactique de S) induit un épimorphisme de K-X-algébres
I (R i) 20 € Ty Y/Ker Koy = K< Ty /U =

qui a cause de (6) est bijectif. W

La proposition qui suit compare des représentations minimales de la méme
série.

PROPOSITION 4 : Etant donné deux représentations de la série S
k= ((P, ‘1/’ Y) et k’=((P/, \I",: Y)

de dimension minimale n, il existe une matrice inversible U telle que

o ()=U"1te()U, ViePy @)
V(@=v(©)U, VceX, (i)
v=U"1y. (iii)

Preuve : Comme k et k’ sont de dimension minimale n, on aura

Im (k) =Im (k') = K".
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D’aprés le corollaire précédent, il existe un endomorphisme inversible
v: K" — K" faisant commutatif le diagramme
K< Ts)

/N

Kll__—) Kﬂ

En désignant par U la matrice de v a la base standard de K", il vient que
k@®)=k@®U, VteTs. ¥
Prouver (i) revient a prouver
kW) o) U=k@)Uo’ (1), Vte Ty

car les vecteurs k (t) engendrent I'espace K" (=Imk); on a

k(©) @) U=k (1) UZ K (t1) =K’ (£) ¢’ ()= k (£) U ¢’ (1).

L’egalité (ii) resulte de (7) en mettant t=ceX,. On obtient finalement.(3),
en utilisant des arguments analogues. W

Remarque : Les théorémes 1 et 2 restent valables si I'on remplace le corps
K par un anneau Noetherien, mais c’est une question ouverte si les notions
de représentabilité et de reconaissabilité sont équivalentes dans le cas d’un
anneau quelconque.
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