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SUR LES CENTRES DE DOL-LANGAGES (*)

par A. TerLUTTE (1Y)

Communiqué par J. BERSTEL

Résumeé. — Nous prouvons que le centre d’un DO L-langage est un langage co-algébrique.

Abstract. — We prove that the center of a DO L-language is a co-CFL.

I. INTRODUCTION

Récemment, plusieurs conjectures énoncées dans [1] et [2] et qui concer-
naient différentes familles de langages algébriques ont recu des réponses
négatives [7]. Ces réponses sont des conséquences du résultat suivant : ’en-
semble des facteurs gauches de la séquence de Thue-Morse est un langage
co-algébrique [13]. Dans [3], Berstel a étendu ce résultat en démontrant le
théoréme suivant: si un morphisme itéré engendre un mot infini, alors
I’ensemble des facteurs gauches de ce mot infini est un langage co-algébrique.
Dans ce cas, ce mot est I'unique élément de adhérence du DOL-langage
associé au morphisme itéré et le théoréme de Berstel indique que le centre de
ce DOL-langage, c’est-a-dire I’ensemble des facteurs gauches de son adhérence
est un langage co-algébrique. Il est, alors, naturel de se poser la question de
savoir si ce résultat reste valable pour tout DOL-langage [4]. Nous apportons
une réponse a cette question en démontrant, dans ce papier, que le centre
d’un DOL-langage est un langage co-algébrique.

(*) Regu juin 1986, révisé oclobre 1986.
(') U.E.R. d'J.E.E.A.-Informatique, Bit. M 3, Université de Lille-I, 59655 Villeneuve-d’Ascq
Cedex, France.
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138 A. TERLUTTE

II. PRELIMINAIRES

N désignera ’ensemble des entiers naturels et N, =N\ {0} I'’ensemble des
entiers strictement positifs.

Soit X un alphabet fini. X* représente le monoide libre engendré par X,
c’est-a-dire ’ensemble des mots finis construits sur X, avec le mot vide noté ¢.
Si w est un mot de X*, on note |w| la longueur de w.

L’ensemble des langages algébriques est noté Alg. Le langage L représente
le complémentaire d’un langage L. Le langage L est co-algébrique si son
complémentaire est algébrique.

Un mot infini o est une application o de N, dans X. Pour neN,, a(n)
désigne la n-iéme lettre de o et a[n] représente le mot fini a (1) a(2). . .a(n).
On posera a[0]=¢. L’ensemble des mots infinis sur X est noté X® et ’ensemble
des mots finis et infinis sur X est noté X®° = X* | X°.

L’ensemble des facteurs gauches d’un mot infini o est noté FG (o) et
représente 'ensemble {a[n]/ne N }. Nous avons, pour tout ue X®,

FGu)={weX*[AveX®, wo=u}
et pour un langage L = X®, FG(L)={ FG (u)/lueL}.

A tout langage L inclus dans X* on peut associer I'adhérence de L,
ensemble de mots infinis, notée Adh (L), et définie par

Adh(L)={aeX"/a[nle FG(L)VneN,}.
On définit alors le centre d’un langage L < X* noté L¢, par
L*=FG (Adh(L))={we X*/w X* N L est infini}.

Un DOL-systéme est un triplet { X, h, u> ou X est un alphabet fini, h est
un morphisme de X* dans X* et 'axiome u appartient & X*. Le DOL-langage
L (G) engendré par G contient tous les mots de la forme A" (u), avec neN.
On notera

L(G)=h*(u)={h" (u)/neN}.

Pour plus de détails, le lecteur consultera [12] et [14] en ce qui concerne
les L-systémes.
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SUR LES CENTRES DE DOL-LANGAGES 139

I1I. RESULTATS

Nous introduisons la notion de DOL-langages et de DOL-systémes unitai-
res, construits a partir de morphismes particuliers. Les propriétés des DOL-
systémes unitaires et la décomposition d’un DOL-systéme quelconque en
DOL-systémes unitaires nous permettront de démontrer que le centre d’un
DOL-langage est co-algébrique.

Il a ét¢ montré dans [6] que I’adhérence d’une union finie de langages est
égale a I'union des adhérences de ces langages. De plus, ’adhérence d’un
langage est vide si et seulement si ce langage est fini. Nous en déduisons
immédiatement une propriété que nous utiliserons par la suite.

PrROPRIETE 1 : Soient G=<{ X, h, u)» un DOL-systéme, n, un entier positif
et n un entier strictement positif. Alors
n—1
Adh(L(G))= U Adh(L(G))
i=0
ou Vie[0, n—1], G, désigne le DOL-systéme { X, h", h"0" (u) >.
Nous utiliserons le lemme suivant démontré par Head dans [11] :
LEMME 2 : Soient G;={X, h, u; ) et G,={X, h, u, u, ) deux DOL-syste-
mes. Alors, si Adh(L(G,)) est non vide, L (G,) et L(G,) ont la méme adhérence.

Nous distinguons dans la suite, pour un DOL-systéeme G={ X, h, u ), deux
sous-ensembles disjoints de 'alphabet X: I, ’ensemble des lettres engendrant,
par itérations successives du morphisme, des langages infinis et F, ’ensemble
de celles engendrant des langages finis. Le lemme 2 nous permet d’affirmer
que, parmi les lettres de 1 apparaissant dans I’axiome, seule celle située le
plus a gauche détermine ’adhérence.

Nous définissons donc
F={xeX/h*(x) fini} et I={x e X/h* (x) infini}.
11 est clair que
F={xeX/3i#jeN tels que h'(x)=H (x)},
I={xe X/Vi#jeN, h'(x)#h(x)} et X=FUL

Remarquons aussi que we F* implique h"(w)e F*, pour tout neN. De
plus, we F* implique P’existence de deux entiers r,eN et reN, veérifiant
ho(w)y=h"o*"(w). Enfin xel implique que, pour tout entier neN, h"(x)
appartient a X* I X*=F* | X*
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140 A. TERLUTTE

DEeriNtTION :Un DOL-systétme G=< X, h, u) est unitaire s’il existe une
factorisation u=u, u, u5 avec u,, u,, u3€ X* h(u,)=u, u,€ F* I X*, h(u,)=-
w, U, wy avec wye X*, w, e F* et h(w,)=w,.

Nous appelerons DOL-langage unitaire, un DOL-langage engendré par un
DOL-systéme unitaire.

ProprIETE 3 : Soit G={ X, h, u) un DOL-systéme unitaire engendrant le
langage L. Alors, Adh(L) contient exactement un élément et L¢ est co-
algébrique.

Preuve : Deux cas peuvent se présenter.

1. w,=¢.

Nous remarquons alors une certaine analogie entre le DOL-systéme G et
ceux décrits par J. Berstel dans [3].

Soit g un homomorphisme défini sur X\J {6}, ou 6 est une nouvelle
lettre, par g(0)=0w; et g(x)=x, pour tout xe X. Alors, le DOL-systéme
Gy=<{ XU {6}, g, 6> engendre le mot infini

OB=0w; g(w3)g>(W3)...g"(ws). ..

=0w; h(w;)..h'(w;). .. et, d’aprés Berstel, FG (6p) est co-algébrique.

Il s’agit de mettre en relation G, et G.

D’apres I’hypothése, u se factorise en u, u, u; avec u, engendrant un langage
infini. Donc G=< X, h, u;u,u; » et G'=<{X, h, u, u, y engendrent deux lan-
gages qui ont méme adhérence (lemme 2).

Nous pouvons définir un homomorphisme non effagant f tel que
S(L(Gg))=L(G"). Tl suffit de poser f(8)=u, u, et f(x)=x, pour tout xeX.
D’aprés [6], Adh(L (G"))=Adh (f(L(Gy)))=f(Adh(L(Gy)))={u, u, B} et donc
Adh(L) contient exactement un élément.

La décomposition sur X* = FG (u, u,) U u, u, X* U FG (u, u, X*) nous per-
met d’écrire

Lf=FG (uy u, B)=u, u, FG (B) U FG (u, u, X*).

Le préfixe u, u, appartenant a X*, FG (u, u, X*) est rationnel. De plus, nous
avons

FG (B)=X*—FG(B)={ze X*/0ze FG (6B)}
qui est algébrique car FG (6f) est algébrique. Nous en déduisons que

L=u,u, FG(B) U FG (u, u, X*)
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SUR LES CENTRES DE DOL-LANGAGES 141

est algébrique.

2. wy#e.

Alors Adh(L)={u, w}} et L°*=FG (u, w¥) est rationnel.

Donc L° est rationnel. []

Montrons, maintenant, que tout DOL-langage infini est égal a 'union d’un
langage fini et d’une union finie de DOL-langages unitaires.

ProrosITION 4: Soit G={ X, h, u) un DOL-systéme. Si L =L (G) est infini,
alors il existe deux entiers ne N et nye N tels que pour tout ie N, G;={ X, h",
h"oti(u)) est unitaire.

Preuve. — Dans un premier temps, on établit le résultat suivant : il existe
xel, toeN et teN, tels que ho(u)=v,xv; avec v,eF* vyeX¥,
R (x)=w] xwj, wi e F* et wje X*.

En effet, L infini implique que, quelque soit I'itération i, h' (u) appartient a
F*I1X* Soit k le nombre d’éléments de I. Pour i€[0, k], h'(u) représente
k+1 itérations. Donc un élément x de I a été utilisé deux fois en tant que
premiére lettre de I apparaissant dans k' (u). 1l existe donc deux entiers ¢ et
to, avec 0=t <tyo+t<k pour lesquels x est facteur de Ao (u) et de h'(x) et,
dans les deux cas, n’est précédé que de lettres de F.

Nous avons v, € F* et wje F*; Il existe donc py, goeN et p, ge N, tels
que

hPo (v)=h""7(v)) et hPo(wy)=h""7(w}).

Posons ny=py+qo+ty €t n=piq.
Pour tout ie N, nous avons

B0t (u) = hPot a0t (plo (u)) = hPo T 90 ¥ (v) xvy).
Posons
u,=hrotao*i(y ) uy=hrotioti(xy et uy=hrotaoti(y,),
Nous vérifions que :
(@) " (uy)=h"(u)=h"4"ror 40" (p))
— 90 (R0 78 (0,) = h9o+ (170 (v,)) =
(b) puisque x eI, nous avons u, € F* I X*;

(€)  h"(uy)=hP" (hPo™ 90T (x)) = hPo ™ 40T I+ PaT D (] xw})
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142 A. TERLUTTE
—hpotagtit(gp—1)t s/ Lpotqotit(pg—2)t . potagtif,,/
= hPoT 90 4 (w}) hPo™do (W}). . . hPoT 907 (w))

hPota0*i(x) protaoti(ywy), . pPotaotit ety yy gy W,y

en posant
wlzhp0+qo+i+(pq~1)z(w/1)' . .hpo+q0+l'(w/l)

W3=hp0+q0+i(ws). . 'hpo+qo+i+(pq—l)l(w’3).

(d) puisque w} e F*, ppotao+i*(Pa=it(yw ye F* pour tout je[l,pq).

De plus, pour tout je[l, pq], on a:
hrta (hpo+qo+i+(pq—j) t (Wll)) = hPo +it(pg—it (hqo+ptq (Wfl))

= hpotitipa=—jt (h”O (Wi))

— hpotagt+itipg—iYt ¢y,
= hPo™40 (wh).

Donc

" (wy) =hPY (w,)=hP4 (RPo a0 i+ (pa=Di () protdoti(y!))=w,.

Pour tout ieN, G;=<{ X, h", "o (u) ) est donc unitaire. []

Des propositions 3 et 4, nous pouvons déduire que I’adhérence d’un DOL-
langage est toujours fini, résultat qui avait €té annoncé dans [9].

En effet, si le DOL-langage est fini, son adhérence est vide. Dans le cas
contraire, le DOL-langage est égal & I'union d’un langage fini, dont ’adhé-
rence est vide, et de I'union, pour i€[0, n—1], des DOL-langages unitaires
L (G,) définis par la proposition 4, dont ’adhérence contient un seul élément.
Nous avons donc

ProposITION 5: L’adhérence d’'un DO L-langage est fini.

Pour démontrer que le centre d’'un DOL-langage est co-algébrique, nous
utilisons le lemme suivant.

LeMMmE 6 : Soient oy, oy, . .., a,€ X®. Si, pour tout i€[l, n], L;=FG ()
est algébrique alors Ly N\ L,M. ..M L, est encore algébrique.

Preuve : On peut supposer, sans nuire a la généralité, que tous les «; sont
différents. Il existe alors un entier ke N, tel que les préfixes de longueur k
des «; sont différents. Posons a;=a,[k]B,, pour tout ie(l, n]. i#j implique
o; [k]# & [k].

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications



SUR LES CENTRES DE DOL-LANGAGES 143
X* peut s’écrire

X+ =[ U FG (o, [k])] U [ U okl X*] U [ A FG @ K] X*)]

i=1 i=1 i=1

en fonction des différents préfixes a,{k]. Le langage L= (N L, est examiné
i=1
par rapport a cette décomposition.
L M FG (;[k]) est inclus dans L; M FG (o, [k]) qui est vide, et ceci pour tout
ie(l, n].

L Noy[k] X*=L; N o, [k] X* pour tout ie[L, n].
Enfin

LA [ N FG (oK1 X9 } - N FOl X9
i=1 i=1
puisqu’il y a inclusion.

Donc nous pouvons écrire

Lz[ U (L; N oy [k] X*)):] U [ N FG (o, [k] X*)].

i=1 i=1

L, étant algébrique, o, [k] X* et FG (x,;[k] X*) étant rationnels, pour tout

i€[l, n], nous déduisons que L= N L; est algébrique. [
i=1
Nous avons vu que si 'adhérence n’était pas vide, elle pouvait €tre détermi-
née par une union finie de DOL-langages unitaires :

n—1

Adh(L(G))= U Adh(L(G))={og, oy, .., %} avec m<n—1

i=0

(propositions 1 et 4). Chaque o; est I'adhérence d’'un L(G)) et, G, étant
unitaire, L(G,)°=FG (a;) est algébrique (proposition 3). Le complémentaire
d’une union finie étant I'intersection des complémentaires,

L(G)Y'=U FG(ap= N FG(a,
j=0 j=0
le lemme 6 nous permet de conclure par la proposition suivante.

ProposiTiON  7: Le centre d’'un DO L-langage est co-algébrique.
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144 A. TERLUTTE

IV. REMARQUES

Il est intéressant de signaler que cette propriété d’algébricité ne reste pas
vraie si 'on prend le complémentaire des facteurs de ’adhérence d’'un DOL-
langage. 1l suffit de prendre le DOL-systéme suivant pour s’en convaincre :
G=<{{a, b}, h, a) avec h(a)=aba et h(b)=b% On vérifiera aisément que
F(Adh(L(G))) N ab* a={ab™a/ineN tel que m=2"} qui n’est pas algébri-
que.

Un autre mécanisme de génération de mots infinis est fourni par les Tag-
systémes [8]. Un Tag-systéme est un quintuplet T=< X, h, x,, Y, g> ou X,
Y sont des alphabets finis, & est un morphisme sur X prolongeable en x,,
c’est-a-dire h(xy)=x, u avec ue X*, g est un morphisme littéral (strictement
alphabétique) de X sur Y. Un Tag-systeme est uniforme si toutes les lettres
de X ont par h des images de méme longueur. Il est montré dans [S] que
certains mots infinis peuvent étre engendrés par des Tag-systémes uniformes
sans pouvoir I’étre par des DOL-systémes. En s’inspirant de la démonstration
de Berstel pour les morphismes prolongeables [3] on montre facilement que
le complémentaire des facteurs gauches de la séquence engendrée par un Tag-
systéme uniforme est algébrique. Pour les Tag-systemes quelconques, cette
méthode ne permet pas d’obtenir un résultat. Cependant les exemples de
mots infinis dont le complémentaire des facteurs gauches n’est pas algébrique
[10], nous incitent & émettre la conjecture suivante :

CoNJECTURE : Le complémentaire des facteurs gauches d’une séquence
engendrée par un Tag-systéme est algébrique.
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