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COMPARAISON ET EQUIVALENCE DE SEMANTIQUES
POUR LES SCHEMAS
DE PROGRAMMES NON DETERMINISTES (*)

par Patrice NauDIN (1)

Communiqué par A. ARNOLD

Résumé. — Nous proposons trois définitions différentes de la sémantique d’un schéma de pro-
gramme récursif non déterministe dans U'interprétation de Herbrand :

— la sémantique opérationnelle, basée sur la notion de calcul terminé introduite par Boudol {7, 9);

— la sémantique dénotationnelle, construite classiquement par une méthode de plus grand point
fixe (Arnold, Nivat [3, 4];

— la sémantique « algébrique » obtenue en ignorant le non déterminisme du schéma et en faisant
une semi-interprétation du résultat ainsi obtenu.

Nous étudions les trois ensembles d’arbres ainsi obtenus, montrons quw’ils sont naturellement
ordonnés par inclusion, dans le cas général, et égaux, dans le cas des schémas de Greibach.

En remarquant qu’'un ensemble de fonctions univoques peut s'interpréter canoniquement comme

une fonction multivoque, nous définissons une équivalence sur les ensembles d’ arbres et montrons
que, modulo cette équivalence, nos trois sémantiques sont égales.

Abstract. —~ We discuss three different definitions of the semantics of a non-deterministic recursive
program scheme in Herbrand’s universe:

— the operational semantics based on the terminating computations (first introduced by
Boudol [7, 9));

— the denotational semantics defined by a greatest fixed point method (Arnold, Nivat [3, 4]);

— the so-called algebraic semantics which is obtained in two steps:

@ first we consider the scheme as being a deterministic one, by hiding all non-deterministic choice
symbols (or) in a tree, and computing all rewriting sequences of that tree,

® second, we interpret in the resulting finite or infinite trees the or symbols as union of sets of
trees.

We study those three sets of trees; we show that in the general case they are naturally embedded,
and equal in the case of Greibach schemes.
Making notice of the fact that a set of mappings can be canonically interpreted as a multivalued-

mapping, we define an equivalence relation on ‘sets of trees, and we show that modulo this relation,
the three semantics are indistinguishable.

(*) Regu décembre 1985, révisé en avril 1986.
() Laboratoire d’informatique, Poitiers, Unité n° 226, associée au C.N.R.S., Bordeaux.
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60 P. NAUDIN

INTRODUCTION

Depuis plusieurs années, I’étude de la sémantique des programmes récursifs
est 'objet de nombreux travaux en informatique théorique.

Si la sémantique des programmes déterministes peut étre considérée comme
bien connue, en revanche le cas des programmes non déterministes pose
encore des problémes non résolus. De plus, beaucoup de travaux sur la
programmation paralléle font référence, plus ou moins explicitement au non
déterminisme [15, 1].

Dans cet article, nous nous proposons d’étudier les liens entre deux théories
de la sémantique des programmes non déterministes :

— les calculs réussis, introduits par Arnold et Nivat [6, 8];
— les calculs terminés de Boudol [10, 12].

Notons que ces deux théories, bien que différentes, constituent deux exten-
sions, la premiére d’un point de vue sémantique, la seconde d’un point de
vue syntaxique, de la théorie des calculs finis.

Pour cette étude, nous nous plagons dans un contexte bien particulier;
nous ne nous intéressons pas a& des programmes opérant sur un domaine
quelconque, mais a des schémas de programmes (que I'on peut considérer
comme des programmes opérant sur le domaine universel de Herbrand) qui
calculent des arbres formels.

Dans leurs travaux, Arnold et Nivat [6, 8] appliquent la notion de calcul
réussi (trés informellement, c’est un calcul qui définit un arbre unique) a des
domaines métriques et définissent de cette fagon une sémantique opération-
nelle pour un programme non déterministe.

Considérant la structure des calculs, Boudol [10, 12] définit un préordre
dans I’ensemble des calculs et définit la sémantique opérationnelle d’un
programme a l'aide des calculs maximaux pour ce préordre (qu’il nomme
calculs terminés); il applique cette notion a des programmes opérant sur des
« cpo » (ensemble ordonné complet) et non pas sur des domaines métriques.

On retrouve cette idée de calcul terminé dans Poigné [22], mais avec une
connotation différente de celle de Boudol. Alors que la notion de terminaison
d’un calcul est opérationnelle chez Boudol (un calcul étant, naturellement, la
suite d’opérations effectuées sur un terme), elle est plutdt observationnelle
chez Poigné pour qui le résultat obtenu prime sur la fagon dont est mené le
calcul. Encore une fois, ces deux approches sont issues d’une méme théorie :
celle des schémas de programmes déterministes. Dans ce cas, en effet, la
propriété de Church Rosser permet de passer de P'une a I'autre notion.
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COMPARAISON ET EQUIVALENCE DE SEMANTIQUES 61

Dans notre travail, nous avons choisi de définir la sémantique opération-
nelle d’un schéma de programme par les calculs terminés a la Boudol; la
notion de calcul réussi, utilisée par Arnold et Nivat, est beaucoup trop forte
et restrictive. Quoi qu’il en soit, nous montrons que, dans le cas des schémas
de Greibach, les deux définitions de la sémantique opérationnelle coincident.

Ceci justifie pleinement notre choix; en effet si la sémantique opérationnelle
est définie avec les calculs réussis, on n’obtient des propriétés intéressantes
de cette sémantique que dans le cas des schémas de Greibach (voir les travaux
d’Arnold et Nivat [6 & 9]).

Le non déterminisme des programmes, que nous étudions ici, est borné, et
la stratégie de passage de parameétres utilisée pour les procédures, est I'appel
par nom, sans restriction aucune. Dans Hennessy [14], et dans Arnold [2, 3],
on trouve d’autres stratégies qui aménent a des résultats différents (appel par
valeur [2, 14], appel synchrone [3] ou « Call-Time choice » [14]); les auteurs
appliquent alors un formalisme différent selon la stratégie utilisée (magmoide
additif [3, 4] pour I'appel synchrone, contraintes [14] pour le « Call-Time
choice »).

Il nous reste enfin a choisir la structure du domaine sur lequel opéreront
nos schémas de programmes; devons-nous considérer le domaine de Herbrand
comme un espace métrique, ou devons-nous lui adjoindre un élément Q pour
en faire un espace ordonné?

Nous avons choisi de définir, sur le domaine de Herbrand, une distance
qui en fait un espace ultramétrique; cette fagon de procéder nous permet de
définir des sémantiques qui sont additives relativement au choix non détermi-
niste, i. €. :

Si Sem est une sémantique, et si or est le symbole de choix non déterministe,
ona

Sem (or(t;, t,))=Sem(¢,) U Sem (t,).

Dans le cas ou le domaine d’interprétation D est muni d’un ordre, on est
amené & définir sur ensemble des parties un préordre qui prolonge I'ordre
sur les domaines (powerdomains de Plotkin [21] et Smyth [24], voir aussi
Hennessy [14]); la propriété d’additivité est alors conservée si ’on considére
I’ensemble quotient P(D)/=<, ou ce qui revient souvent au méme si 'on ne
considére que les parties convexes du domaine (une partic A de D est dite
convexe si

Va, be A tels que a<bh, alors aZc<b=ceA).
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62 P. NAUDIN

Dans notre étude, nous n’introduisons pas d’ordre artificiel sur I'’ensemble
des parties du domaine, mais le fait d’utiliser une distance introduit malgré
tout une confusion entre parties du domaine : en effet on ne peut pas
distinguer, a I'aide de la distance, une partic du domaine de sa cloture
topologique.

Ces choix faits, le cadre de notre étude est fixé, et nous pouvons alors
définir, a partir des calculs terminés, une premiére notion de sémantique : la
sémantique opérationnelle.

La seconde approche que nous utilisons, pour obtenir une sémantique d’un
schéma de programme récursif non déterministe, est basée sur une méthode
de point fixe (ces méthodes aux points fixes sont utilisées assez largement
dans d’autres domaines; voir [20] par exemple). La sémantique dénotationnelle
est définie ici comme plus grand point fixe d’une fonctionnelle [6, 8].
Remarquons que le fait de travailler sur un domaine métrique facilite la
définition de cette sémantique.

Nous présentons enfin une troisiéme définition de la sémantique. Considé-
rons tout d’abord, que le schéma de programme est déterministe, le symbole
du choix non déterministe jouant le role d’un symbole terminal; nous pouvons
alors déterminer la sémantique de ce schéma, puis interpréter les symboles
de choix, dans cette sémantique, comme des unions d’ensembles. Nous obte-
nons la sémantique dite algébrique (du fait de la factorisation de son calcul).
Cette méthode a été utilisée par Arnold et Nivat {9] dans le cas des domaines
métriques, et par Boudol [10, 11] dans le cas des domaines ordonnée. Dans
Abramsky [1], nous retrouvons un principe tout a fait analogue, pour définir
la sémantique dénotationnelle, dans le cadre de la théorie des catégories.
Quant a nous, nous utiliserons ici le formalisme et les définitions d’Arnold
et Nivat [9].

En résumé, nous avons trois sémantiques d’un schéma de programme,
opérationnelle (Val,,), dénotationnelle (Val,,) et algébrique (Val,, ) qui sont
définies par des ensembles d’arbres.

L’étude détaillée de ces sémantiques et de leurs liens figure dans un travail
antérieur [16].

Nous montrons ici essentiellement trois résultats :

1. Nos trois sémantiques sont totalement ordonnées par I'inclusion (si on
les considére comme des ensembles d’arbres) :
Val s Val,,cVal,,

op =

et les inclusions peuvent &tre strictes dans le cas général.
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COMPARAISON ET EQUIVALENCE DE SEMANTIQUES 63

2. Tout arbre peut étre considéré comme une fonction (ou un opérateur)
sur le domaine. Les sémantiques étant des ensembles d’arbres, peuvent étre
considérées comme des ensembles de fonctions. Or, de fagon naturelle, tout
ensemble de fonctions définit une fonction multivoque (nous retrouvons la
une des notions utilisées par Arnold et Nivat [7, 8]). Nous montrons alors
que nos trois sémantiques définissent des fonctions multivoques, identiques,
et donc sont indistinguables d’un point de vue opératoire.

3. Dans le cas des schémas de Greibach, nos trois sémantiques sont égales.
Ce résultat unifie les théories (calculs terminés ou réussis, domaines métriques
ou ordonnés) qui sont a l’origine de ce travail.

Cet article est organisé de la fagon suivante : aprés une partie préliminaire
dans laquelle nous rappelons les définitions classiques utilisées, nous définis-
sons dans la seconde partie les trois sémantiques et les comparons en tant
quensembles d’arbres. Dans la troisiéme partie, nous montrons qu’elles
engendrent des fonctions multivoques identiques; puis en conclusion, nous
étudions le cas des schémas de Greibach.

1. DEFINITIONS PREALABLES

Nous rappelons ici les définitions, maintenant classiques, des arbres, et les
différents outils s’y rapportant.

Soit G un alphabet gradué (c’est-a-dire un ensemble fini de symboles avec
arité) et soit a sa fonction arité, a : G > N.

On note G=G,\UG, U ... UG, avec G;=a ' ({i}).
Soit X= { x;/ie N*} un ensemble de symboles de variables; on note :

X,={x/1<i<n).

DgrFiNiTION 1.1 : Arbres finis.
L’ensemble M (G, X) des arbres finis construits sur G et X est défini inductive-
ment par :
— GoUXcM (G, X);
- Si tis « . .5 LLEM(G, X) et si feG
@, ..., t,)eM(G, X). O
Nous allons maintenant munir M (G, X) d’une distance, ce qui permettra

ensuite de compléter I'espace topologique obtenu, et de définir 'ensemble des
arbres finis et infinis.

» alors
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64 P. NAUDIN

Soit Q un symbole d’arité 0 qui n’est ni dans G ni dans X; on définit la
coupure a la profondeur n de 'arbre ¢, o, (¢) par :

o () =Q, Vte M (G, X)
t si teGyaUX
an +1 (t) = :
S, (), .., o, () si t=f(t, ..., t,) avec feG, O
DEerINITION 1.2 : Distance sur les arbres.
On définit sur M (G, X) une distance ultramétrique d par :

Vi, eM(G, X):d(t, t)=2""{n/a,(®)#a,)}. O

On peut compléter I’espace métrique (M (G, X), d) ce qui donne I'espace
ultramétrique complet (M © (G, X), d) des arbres finis et infinis. (On trouvera
tous les détails sur cet espace dans [3].)

REMARQUE : Si I’on ne prend qu’un nombre fini de variables, X, '’ensemble
obtenu (M ® (G, X)) est compact (rappelons que G est fini). [

NOTATION : Si A est une partie de M (G, X), nous noterons 4 son adhé-
rence topologique.

Soit P=N - {0} TI'alphabet infini dont les lettres sont les nombres entiers
positifs. Nous allons définir les arbres comme des fonctions partielles du
monoide libre P* dans G U X. (On considérera pour cela que chaque variable
a pour arité 0.)

DEeFINITION 1.3 : Arbres comme fonctions partielles.

On appelle arbre toute fonction partielle t de P* dans G \J X dont le domaine
dom (t) vérifie :

(i) dom((t) est clos par préfixe;

(i) Yuedom(?) : [u.iedom(f) = 1=Zi<a(t ()}

Un arbre sera dit fini si son domaine est fini et infini sinon. []

REMARQUES : Les arbres définis comme fonctions partielles sont bien les
mémes que ceux définis au début de cette section. Par conséquent, dans la
suite, nous utiliserons indifféremment 'une ou I’autre définition.

Le mot vide de P* (qui représente la racine d’un arbre) est noté A.
Les ¢léments de dom (¢) sont appelés les nceuds de ¢.

Si i(u) =ge G X, on dit que u est une occurrence de g dans ¢.
Le sous-arbre t/u de t issu du nceud u est I'arbre ¢’ tel que

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications



COMPARAISON ET EQUIVALENCE DE SEMANTIQUES 65
VoeP* t'(w)=t(u.v) sit(u.v) est défini. J

Nous introduisons a présent la notion de substitution d’ensembles d’arbres
(on trouvera une présentation rigoureuse de cette notion dans la théorie des
magmoides d’Arnold et Dauchet [4]).

DEFINITION 1.4 : Substitution dans les arbres. v
(i} Nous dirons que larbre t est d’arité k, s’il est élément de M * (F, X,).

(ii) Soient t un arbre fini darité k et t,, .. ., t, des arbres finis quelconques.
On définit la composition de t et de {t,, ..., t, ) par :

t si te@G,

t; si t=x;eX,
tolty, ..., 4>=
S, olty, ..., ..., u,@ty, ..., ),
si t=f(uy, ...,u,) avec feG,
te{ty, ..., t,» est arbre obtenu en substituant, dans t, chaque occurrence

de x; par t;.
(iii) On étend ce produit de composition aux ensembles d’arbres :
Soient P=M (G, X,) et Q =M (G, X)*, on pose Pe Q= {teQ/te P} avec
{t} si teG,
0; si t=x;eX,

teQ= ([t ... 0)tet,00},

si t=f(t;,...,t,) avec feG,

(Dans Uécriture, on confondra souvent un singleton avec Uélément qu’il
contient.)

(iv) Finalement on peut étendre ce produit aux arbres infinis et ensembles
d’arbres infinis.

Posons pour PEM® (G, X) :
B.(P)={teM (G, X)/ATeP : d(T, t)<e}.
Alors si PEM® (G, X,) et si Q <M (G, X)*, on définit :

PeQ=N{B.(P)e<{B.(Q,), ..., B,(Q)>/e>0}.

Cette définition appliquée a des singletons nous donne la composition des
arbres infinis. [

vol. 21, n° 1, 1987



66 P. NAUDIN

ProposiTioN 1.1 (Arnold et Nivat [6]) : Ce produit de composition est
associatif et distributif a droite par rapport a la réunion (on dit aussi qu’il est
additif a gauche).

2. SEMANTIQUES DES SCHEMAS DE PROGRAMMES

Un schéma de programme X est un ensemble d’équations

(Pi(xl’ SR x,,,.)=1:,.
avec pour 1<izZk t,eM(F, U®D, X,), 0,€D,;
ou
— F est I'alphabet gradué des symboles terminaux (représentant les fonc-
tions élémentaires de la machine);

— @ est lalphabet gradué des symboles non terminaux (représentant des
symboles de procédures, I’arbre 1; correspondant & un symbole @, est le corps
de la procédure);

— or est un symbole d’arité 2 représentant le choix non déterministe.

SiA=FU®, onnote A, =AU {or}, A,=a '({n})N4, ou a est la
fonction arité de F, U ® — N (en d’autres termes, A, est I'ensemble des
éléments de A d’arité n).

— X est un ensemble de variables et on note X,= {x,, ..., x,} et X,=(.

On peut, & partir d’'un schéma de programme, définir deux relations de
dérivation sur les arbres :

— La premiére est dite déterministe, et est la plus petite relation réflexive
et transitive, compatible avec la structure de magma, engendrée par I’ensemble

z
des couples (o;, T;) sur le F, U ®-magma M (F, U ®, X); on la note —.
— La seconde relation de dérivation est obtenue en rajoutant les couples
(or(x;, x,), x;) et (or (x,, x,), X,); elle est dite non déterministe et on la note

s+
.

Ces relations de dérivation formalisent la régle de recopie des programmes
récursifs; par exemple :

SiZ:@(x, y)— f(p(a. x), ¢(h, ¥)

h p h\

¢/ \a EREE— f/ a

o\ /¢/ N
2’ o o

DEFINITION 2.1 : Dérivation des arbres.
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On dit que t se dérive en t’ dans T (resp. ), ce que I'on note ¢ 5 t’ (resp.
z+
t—>t)si:
—t=t
ou bien
— t=;(ty, ..., t,)ett’'=r o ty, ..., t,; >, avec ;e D,;, et pour tout j :

z =t
t;—>t; (resp t;—>t)

ou bien

— t=G(ty, ..., ) et '=G(t}, ..., ), avec Ge(F, U®D),, et pour
tout i :

T, =t
t;—>t; (resp t;—>t;)

i

ou bien (pour T* seulement)

s+
— t=0r(ty, t,), avec t'=tj ou t'=t), et t; > t;.
Une dérivation dans T (resp. ) est définie comme une suite d’arbres (t,), . x
tels que pour tout neN :

zt z
ty > tyyy (TSP 8, > t,4y). O

Nous verrons plus loin une méthode plus fine pour représenter les dériva-
tions.

\

Remarquons dés a présent que si t est d’arité n-et si t » ¢/, alors ¢ est
darite n. J
Notions de dérivations achevées

On dit, de fagon trés naturelle, qu’une dérivation finie (t,),<y €st achevée

si 'une des deux conditions suivantes (trivialement équivalentes) est vérifiée :
— L’arbre ty est terminal i.e. ne contient plus aucune occurrence de non

2+
terminal (ni de or dans le cas de —).

— On ne peut appliquer aucune régle de dérivation a I’arbre ¢, (et donc,
le calcul a effectué toutes les réécritures possibles en partant de t,).

Ces deux définitions de ’achévement d’une dérivation finie, vont, dans le
cas des dérivations infinies, prendre des significations différentes.

vol. 21, n° 1, 1987



68 P. NAUDIN

Définissons tout d’abord notre notion de résultat d’une dérivation.

DEFINITIONS 2.2
(i) Soit P une partie de M® (F, X, ) x ... x M® (F, X,,); on définit I'appli-
cation np de M (F, U ®, X) dans ? (M* (F, X)) par:

{t}site FU X

Jolmp(ty), ..., mp(t,) ), si t=f(t,...,t,) avec feF,
TrO=) P lmp(t) o pt)ds S t=@i(ty .. ty) €t ey

mp(t) Ump(6),  si t=or (e, t,).

(ii) On note D= M®(F, X,,), ..., M®(F, X,)>. On peut montrer facile-

z s+
ment (par induction sur t), que si t —t’ ou bien si t — t’, alors
n, (1) 2 np(¢)  voir [7, 8]

(iii) Si 6=(t,),<n est une dérivation, on appelle résultat de 5 et on note
res(8) Iensemble M {n,(t,)/n<N}. Il est a noter que res(8) est un ensemble
compact non vide [7, 8, 16].

Si & est une dérivation finie achevée, on remarque que res(8) est réduit a un
singleton; appliquons cela aux dérivations infinies et nous obtenons la notion
de dérivation réussie (introduite par Arnold et Nivat [7, 8]).

(iv) La dérivation d est dite réussie si son résultat est réduit a un singleton
(cette notion est discutée dans [8]). [

La seconde notion d’achévement des dérivations est due a Boudol [10, 12],
C’est la notion de calcul terminé. Pour la définir, nous avons besoin d’une
structure plus fine sur les dérivations; nous devons savoir, en plus du fait
que t se dérive en t’, quelles sont les régles qui ont été appliquées a t pour
obtenir ¢/, et en quelles occurrences elles ont été appliquées. Un calcul (défini
formellement au paragraphe 2. 1) nous apporte ces informations.

REMARQUE: La notion de calcul contient celle de dérivation et donc nous
pouvons appliquer aux calculs les définitions et les résultats relatifs aux
dérivations. ([

Nous dirons alors que deux calculs finis sont équivalents par permutation,
s’ils effectuent les mémes dérivations, peut-étre a des instants différents. Un
calcul fini & sera dit <-inférieur & un calcul & si 8 peut se prolonger en un
calcul équivalent par permutation a &’

REMARQUE: un calcul fini achevé ne peut pas se prolonger et donc, il est
maximal pour le préordre <. [

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications



COMPARAISON ET EQUIVALENCE DE SEMANTIQUES 69

Le préordre et ’équivalence par permutations s’é¢tendent de fagon naturelle
aux calculs infinis, et permettent alors de définir les calculs terminés (calculs
qui sont maximaux pour le préordre <).

Le lecteur se reportera @ Boudol [10, 12] pour une présentation rigoureuse
de la théorie des calculs, ou bien a Naudin [16] pour une version plus simple
de cette théorie.

Dans cette partie, nous définissons successivement :

— la sémantique opérationnelle d’'un schéma de programme, a l'aide de
calculs terminés;

— la sémantique dénotationnelle, par une méthode de point fixe;

— la sémantique algébrique, obtenue en interprétant partiellement les arbres
obtenus au cours d’une dérivation.

Nous donnons ensuite les relations d’inclusion existant entre ces différents
ensembles d’arbres.

2.1. Sémantique opérationnelle

DerFINITION 2.3: Une donnée de vréécriture o sur un arbre fini
teM(F,\U®, X) est une fonction partielle de dom (t) dans lensemble des
régles T*, telle que si o est définie en w, alors w est une occurrence de régle
de % danst [on représente souvent une donnée de réécriture comme un
ensemble de couples { w, r) ou w est une occurrence de régle et r=c(w)]. [

Si o est une donnée de réécriture sur ¢, on note o(¢) le  résultat de
I'application de ¢ a ¢ (qui consiste a réécrire simultanément toutes les occur-
rences de non terminaux et de or dans ¢ selon la régle donnée par c.

REMARQUE: si { w, r > €0, et si le symbole figurant a 'occurrence w dans ¢
est non terminal, alors la régle r=o(s) est déterminée de fagcon unique
(par X); seule la réécriture d’un symbole or fait apparaitre le non déterminisme
du schéma. [J

Exemple:

Z_{<p=f(a, b) regler,
AWV x)=g(xy, @) régler,.

Soient t =Y (¢) un arbre, et 6= {{A, r, >, {1, r; >} une donnée de réécri-
ture sur t, on a alors :

t>c()=g(f(a b), 9).
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DEFINITION 2.4 : Un caleul, fini ou infini, sur t est une suite §=(c,),. y telle
que :

80 = t;

o, est une donnée de réécriture sur J;;

%,1=0:(3) O

REMARQUE : Si 8=(0,), .y est un calcul, (3,), .y est une dérivation au sens
défini plus haut; et réciproquement, si (t,),.y est une dérivation, alors il
existe des données de réécritures o, telles que 8=(o,),.y soit un calcul
vérifiant 8,=t,. Nous passerons souvent de I'une & I'autre de ces notions,
sans autre précision. []

NoTaTIONS : Soit R=% ou X* un schéma de calculs :

® A} (t) est 'ensemble des calculs finis a partir de ¢.

® AR (t) est 'ensemble des calculs finis ou infinis a partir de t.

Si 8=(0-n)neN :

e 5|/ désigne le calcul (o,)

n<j*

e 3|, désigne le calcul (o,)

n=i*

e 3|/ désigne le calcul (0,);<,<;-

Si 6=(0,), <y est un calcul fini, alors N est appelé longueur du calcul et
dy est noté &.

Si, de plus, &' =(0,),.yEAF (8), on note &; & le calcul (c7), .y avec
c,/=0c, sin<N
o,/=0,_y sin=N. [

REMARQUE : Dans la suite nous identifierons un calcul de longueur 1 avec

la donnée de réécriture qu’il représente. [

LemMmE 2.1: Si ¢ et o’ sont deux données de réécriture sur t telles que
o \J o’ est aussi une donnée de réécriture sur t, alors 'ensemble

clo’]={<w,r>/w:{w, rd>ec, w¢dom(c'),
W’ est un résidu de w dans o’ () }
est une donnée de réécriture sur o’ (t) que I'on appelle reste de ¢ par o’. [

REMARQUES : Nous ne définissons pas les résidus d’une occurrence par
une donnée de réécriture. Trés informellement, I’ensemble des résidus d’une
occurrence par une réécriture représente ce qu’est devenue cette occurrence
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aprés application de la donnée de réécriture. Nous allons montrer sur des
exemples que cette occurrence a pu :

1. Btre dérivée, auquel cas elle n’a pas de résidu. Par exemple, soit
Z:{ox)=f(p(x) regler.

Alors I'arbre ¢(x) se réécrit en f (¢ (x)) par application de la donnée de
réécriture o= { A, r ). L’ensemble des résidus de A par o est .

2. Disparaitre, et dans ce cas elle n’a pas de résidu. Par exemple, considé-
rons T : {@(x, y)=f(p(x, a)) reégler.

L’arbre @ (x, @ (x, y)) se dérive en f (¢ (x, a)) par application de la donnée
o= {A, r); 'occurrence 2 (i.e. le deuxiéme ¢ de I’arbre) est effacée par la
réécriture, car la deuxiéme variable du non terminal ¢ n’apparait pas dans le
membre droit de la régle r. Dans ce cas encore, 'ensemble des résidus de 2
est réduit a .

3. Se reproduire. Par exemple si
Z: {ox)=f(p(x), a) regler,
alors

=LA

t=0@° — f(0(@), a),

et, dans ce cas, I'ensemble des résidus de I'occurrence 1 par o est {1.1}
(C’est-a-dire le premier « a » apparaissant dans ’expression f (¢ (a), a))).

4. Etre dupliquée. Si

T {o(x)=S(®(x), x)) régle r,

alors

o=(A,r)
t=(P(a) — f(q) (a)’ a),

et donc I'ensemble des résidus de I'occurrence 1 par o est {1.1, 2} (il suffit
de marquer le symbole situé en 1 dans ¢ pour le montrer). Cela provient de
la duplication de la variable x, dans le second membre de la régle r. [J

DEFINITION 2.5 : (i) Nous dirons que le calcul 8=(0,),y est un développe-
ment de la donnée de réécriture o sur t si:

Gy, =0 et N=1

ou bien
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G20, C#0, et (O)1<n<n €St un développement de c[oc,).

(i) Nous dirons que deux calculs finis & et & sont équivalents (par permuta-
tion), 5=’ ssi il existe des calculs 8, . . ., 8, tels que

60= et 8n=6,’
et pour tout p :
8, =Yu VY2 e 3 i=Yu Y V2

ou vy et ¥’ sont deux développements d’une méme donnée de réécriture.
(i) On définit alors le préordre < sur les calculs finis.
Pour 8, '€ A (t) : $=8" ssi 38"telqued; 8" =9
On a alors la propriété : =8 ssi $<8' et 3’ 0.
(iv) Ce préordre s’étend aux calculs infinis de la maniére suivante :
Si d et & appartiennent a AY (t) :

8<8 ssiVieN, 3jeN:8|'<3|.

On pose alors : =0 ssi 30" et ’'<d. [

TuaeorEME (Boudol [10, 12]) : L’ensemble (AR (t)/ <, <) est un ordre partiel
complet. C’est le complété de (A% ()] <, £). Par conséquent (lemme de Zorn),
tout calcul est <-inférieur a un calcul <-maximal. On dit alors qu’un calcul
est terminé s’il est <-maximal; on note AZ (t) l'ensemble des calculs terminés

a partir de Uarbre t.

REMARQUE : Dans toute la suite de cet article, nous parlerons de calculs
terminés sans préciser s’il s’agit de calculs terminés dans le systtme £* ou
dans le systéme X : il s’agira toujours de calculs terminés dans =7* (i.e.
appartenant a A> (e)). En effet, le systéme X est déterministe et il est facile
de voir que, dans ce cas, (AL (t)/ £, <) est un treillis complet et admet donc
un élément maximal, dont un représentant est le calcul plein déterministe
CPD (¢) que nous introduisons plus loin.

Exemples :

1. Soit X le schéma

O (x)=V(x;, x4)
’\"’(xl’ x3)=f (@ (xy), x3)
p=f(a, b)
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Soient &, et 3, les calculs suivants (les symboles dérivés sont entourés)
or or f
x 3 \ P> /
ANEEVAN A

8. fo  —
AN N
2 o] 3

©

-
>T
—~ —n
-
\—’\

f
/ I+ T

& @ \ql, >¢/\

p

T

a a a

3, et 8, sont des calculs équivalents (les dérivations de &, que n’a pas

faites 0, sont cachées par 'effacement de la branche gauche de I'arbre lors
de la dérivation du or).
2. Soit X le schéma

{ @ (xy, x2)=y(or(x;, x,))
Y (x)=V¥(x,).

Soient 8, et 8, les calculs suivants :

371
™M
™M

XI Xn X5 X'Z X] N X‘

35 et 8, ne sont pas équivalents; 3, est un calcul terminé de @(x,, x,) et
03 lui est strictement < -inférieur.
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On trouvera une étude rigoureuse de ce dernier exemple dans [16]. [

Ce préordre sur les calculs se comporte bien vis-a-vis du résultat, comme
le montre le lemme suivant :

LEMME 2.2 : Soient & et & deux calculs du méme arbre tels que §Xd'. Alors
res(8) 2res (3).
Démonstration :

358 <« Vi 3j, 3|'s¥

= Vi 3j, §-;
donc 7, (3) 27, (3).
Par conséquent
Vi, mp(8;) 2res(d)
et donc N {n,(3)/ieN} =res(d)2res(d). O

DEFINITION 2.6 : On appelle sémantique opérationnelle d’un arbre t, et on
note Val,, (t), l'ensemble réunion des résultats de tous les calculs terminés de t

Val,, ()= U {res(3)/8e AR (1)}. O

Pour clore ce paragraphe, donnons quelques propriétés des calculs terminés
(démontrées dans [16]).

LEMME 2.3 : Soit & un calcul terminé de t, soit 8 un calcul déterministe de t
[ est-a-dire un calcul d e AL (t)], alors :
(i) 89,

(ii) si de plus 3 est fini, il existe un calcul terminé §” tel que
p

6 6"=0".

2.2. Sémantique dénotationnelle

Nous la définissons, classiquement, par une méthode de point fixe. Les
résultats essentiels sur cette sémantique peuvent étre trouvés dans Arnold et
Nivat [6].

Nous allons uniquement rappeler ces résultats.
Soit Dy=2 (M (F, X,;)) X ... XP (M* (F, X,.))-

D=M®>(F, X,;)% ... xM*(F, X,,) est 'élément maximum de D; pour
Pinclusion.
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On définit application ¥ de Dy dans lui-méme par :
YPeD;y, Z(P)=<{m,(ty), ..., n,(%))> (cf définition 2.2).

ProposiTioN (Arnold et Nivat [6]) : v(Z)= N{Z"(D)/neN} est le plus
grand point fixe de I'application Z, et est appelé sémantique dénotationnelle du
schéma de programme X. []

Pour tout ¢t dans M (F . \U ®, X) nous définissons la séemantique dénotation-
nelle de ’arbre ¢t comme I’ensemble

Val,,, ()=m, (t)
2.2.1. Réalisation de la sémantique dénotationnelle

Nous allons voir maintenant que cette définition n’est pas vide, car il existe
un calcul qui réalise la sémantique dénotationnelle i.e. :

Pour tout arbre ¢, il existe un calcul 8 de ¢ tel que : res(8) =Val,,, (¢).

DerNiTION 2.7 : L’application £ de M (F . \U ®, X) dans lui-méme est définie
par :
t, si teFaUX
FE@), ..., Z@), st t=f(@y, ..., 1) et fe(F,),
T,{Z(ty), ..., Z(t) D,

si t=(pi (tla DR tni) et (pieq)nb D

()=

La suite (Z"(t)),.ny définit alors un calcul, le calcul déterministe plein a
partir de ¢t (qui consiste a réécrire a chaque étape tous les symboles non
terminaux figurant dans I’arbre); on le note CPD ().

LemMmE 2.4 :
VieM(F, U®, X), VReDy: mg(Z(®)=mnyx (). O

Démonstration : Elle se fait par induction sur t.
Nous n’examinons que le cas t=q;(t,, ..., t,) avec @;e®,;

Ty gy (D =(Z R));. (Mg gy (1) - - -5 Tpry (tad D
(£ (R)), représente la i-iéme composante du vecteur X (R)
=mg (). { Mg gy (ty), - .., Mg ry(t,) > par définition de =
=7g(t). {ng(Z (), ..., ng(Z(¢,))> par hypothese d’induction
=ng(t;. {Z(ty), ..., Z(t,)>) par définition de my
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=7g(X(¢)) par définitionde Z. O
LEMME 2.5 :
VneN, VteM(F,U®, X), VPeD;: ngng, ()=n,(Z" ().

Démonstration : Par récurrence sur n. On utilise le lemme précédent en
posant

R=X""1(P). O

LeMME 2.6 : Pour tout t dans M (F,\U®, X), lapplication de Dy dans
P(M®™(F, X,)) définie par R — mg(t) est continue. (Les espaces de départ et
d’arrivée étant munis de la distance de Hausdorff.)

Voir [16] pour la démonstration qui se fait par induction mais nécessite
des définitions sans intérét ici. []

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer la :

ProPOSITION 2.1 : Le calcul CPD () réalise la sémantique dénotationnelle
det,i.e.

res (CPD (t)) = Valy,, (¢).

Démonstration : (X" (D)), . y €st une suite convergente dans Dy donc d’aprés
le lemme précédent :

lim 7y np, (=7 iy 3y ()= Valy, (t)

n — © n—* oo

lim mgnp, ()= lim m,(Z"(f))=res(CPD()). O

n = © n— o

2.2.2. Comparaison entre sémantiques opérationnelle et dénotationnelle

Nous allons a présent montrer que Val,, et Val,,, sont comparables en
tant qu’ensembles d’arbres.

ProposiTiION 2.2: Pour tout arbre t dans M(F,\U®, X), on a:
Va'lden (t) =2 Valop (t)

Démonstration : D’aprés le lemme 2.3, pour tout calcul terminé 3, on a :
8=CPD(t), et donc, d’aprés le lemme 2.2 :

res (CPD (t)) 2res ().
De la définition de Val,, (), on peut alors déduire :

Valy,, (t)=res(CPD (1)) 2 Val,, (1). [
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2.3. Sémantique algébrique

Cette troisiéme sémantique a été utilisée par Boudol [10, 12] puis Arnold
et Nivat [9]. Ici on sépare dans un schéma de programme non déterministe,
la réécriture des symboles non terminaux (qui est une opération déterministe)
et le choix non déterministe.

Nous allons donc faire des calculs déterministes et définir un résultat
intermédiaire sans évaluer les symboles or. Ensuite, nous appliquerons a ces
résultats intermédiaires une fonction dont le but est d’évaluer tous les symbo-
les de choix non déterministe.

Nous effectuons donc une factorisation dans le calcul de la sémantique

calculs déterministes évaluation de or

7 Valalg (t)

d’ou le qualificatif d’algébrique que nous employons pour cette sémantique.

DeriNiTION 2.7 @ La fonction vy, qui & un arbre non déterministe, associe
Pensemble d’arbres qu'il représente est définie de M(F,\J®, X) dans
P(M(FU®, X)) par :

{t} si te(FUD),UX
yO= Sy . 7@)>, S t=f(ty .. t) et fe(FUD),
Y()Uy(ty) si t=g[(t1, ). O

Par exemple si t= f (or (a, b), or(c, d)), alors
Y(={f(@c),f(a d),fb o), fbd}.

On étend vy aux ensembles d’arbres en posant si AcM(F,\U®, X)
y(A)=\U{y(@)/te A}, puis, aux arbres infinis et aux ensembles d’arbres infinis
de la fagon suivante :

si A est ensemble d’arbres infinis (éventuellement un singleton)

Y= N{U{y@®/d@, T)<e, tfini, TeA}/e>0}. O

Cette fonction y posséde quelques bonnes propriétés en particulier : elle
est additive, i.e. si t; et t, sont deux arbres quelconques, alors

yor(ty, t)=v() Uy (t2)-

(On trouvera dans [16] d’autres propriétés quic 'on exige habituellement
d’une fonction de ce type.)

vol. 21, n° 1, 1987



78 P. NAUDIN

v n’est malheureusement pas continue (au sens de la métrique de Hausdorff ),
mais elle se comporte bien vis-a-vis de l'intersection des ensembles d’arbres
comme on le verra avec le lemme 2. 8.

Considérons a présent le calcul CPD (f); nous pouvons l'interpréter partiel-
lement a I'aide de la fonction =t définie de M (F, U ®, X) dans Z(M* (F,, X)
comme le plus petit morphisme de F-magmas ¢tendant la fleche

¢; > M>(F,, X,) (avec en particulier : n(or (¢, t;))=or(n(t,), ®(t;))).

L’ensemble que nous obtenons de cette fagon est un ensemble d’arbres,
finis ou infinis, qui contiennent des occurrences de symboles or. Nous pouvons
alors appliquer a cet ensemble la fonction y qui interpréte le symbole or, et
nous obtenons la sémantique algébrique d’un terme ¢ :

Val,, ) =7(N {n(Z"()/neN})

REMARQUES : 1. Le terme de sémantique algébrique est habituellement
réservé a un autre usage. En effet tout programme P est en réalité 'interpréta-
tion dans un domaine D d’un schéma de programme X. On peut calculer la
sémantique du schéma de programme dans le domaine de Herbrand, puis
interpréter cette sémantique dans le domaine D; on obtient ce que ’on nomme
la sémantique algébrique du programme P (voir Arnold et Nivat {8]).

2. La cohérence de la définition précédente de Val,,, n’est pas a démontrer;
la fonction © a, en effet, des propriétés de croissance et de fermeture tout a
fait analogues a celles de la fonction &, (voir début de section 2).

LEMME 2.7 : Pour tout te M(F, U ®, X), y(r(@)) 27w, (2).
Démonstration : Par induction sur ¢.
Nous ne traitons que le cas t=0;(t, ..., L)
Yr@)=y(M*(F,, X,). {n(ty), ..., Tt )
2Y(M*(F,, X,)). <y (m(ty), - .., y(r(5)) >
2M>(F, X,). {y(r(@ty)), - .-, v(® (D))
S2M>(F, X,). {np(ty), - .., np(t,) >, par hypothése d’induction
=np (). O

REMARQUE : Dans la démonstration précédente, nous avons utilisé¢ le fait
que :

Y(4). {y(By), - .., ¥(B)> <¥(4. {(By, ..., B,D).

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications



COMPARAISON ET EQUIVALENCE DE SEMANTIQUES 79

Nous démontrons pas ce résultat; on I’obtient par un raisonnement direct en
revenant a la définition de y pour les ensembles d’arbres finis ou infinis. [J

LeMME 2.8: Soit (A,);.n, une suite décroissante de parties fermées de
M>(F, U®, X), alors on a la propriété suivante :

N{v(4)fieN} =y(N{AfieN}).

La démonstration utilise le fait que la fonction y est continue au sens
d’Eilenberg-Montgomery [5, 16]. [J

Nous obtenons alors comme corollaire immédiat des deux lemmes précé-

dents, et des définitions de Val,,, et Val,, la:

ProrosiTION 2.3 :
Valalg (t) 2 Valden (t) ]

En nous résumant, nous obtenons le :

TutoreME 2.1: Pour tout arbre teM((F,U®, X)), on a
Val,,, (t)2Val,,, ()2 Val,, (t).

De plus, comme le montrent les exemples ci-aprés, les inclusions inverses
sont fausses en général.

Exemple 1 : Val  (t)# Valg,, (t).
Soit X le schéma de programme

{ @ (xy, xz)=V(or(x,, x5)
Y (x) =Y (xy).

Posons t=@(x,, x,), alors, il est ais¢é de constater (voir [16] pour une
démonstration rigoureuse) que

Valden (t)=M°° (F, X2)
Valop(t)=Mm(F’ {xl})UMw(F9 {x2})'

Dans ces conditions, s’il existe dans F un symbole d’arité supérieure a 1,
par exemple f d’arité 2, alors

S (x4, x;)eValy,, (1) —Val,, (¢).
Exemple 2 : Val,,, () # Val,,, (¢).
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Soit Z le schéma de programme :

{ V(x)=f(¢(a), x,)
¢ (x)=o0r(¢(a), xy).

Posons t=V{(x,). On a:

Val,., ()= { £ (T, x,)/Te M (F)}
et

Valalg (t)= {f(Ts xl)/T‘EM00 (F7 X) } N
Par conséquent f (x,, x;) € Val, 4 (t) — Valy,, (t).

REMARQUES : 1. Ces deux exemples aménent a penser que si F ne contient
que des symboles d’arité 1 ou 0 alors nos trois sémantiques sont égales.

2. Additivite des sémantiques par rapport au symbole de choix non
déterministe or.

Pour Sem=Val,,, Val,,,, Val, , on a:

op? den?

Sem (or (¢, t,)) =Sem(t,) U Sem(t,).

Ce résultat provient des points suivants :

— lapplication mp est additive par rapport au symbole or (ce qui démontre
la propriété pour Val,,, qui est égal & &, 5);

— tout calcul terminé pour ¢, ou pour ¢, définit un calcul terminé pour
or(t,, t;), et réciproquement, tout calcul terminé de or (¢,, t,) définit un calcul
terminé de t; ou bien de t, (ce qui démontre la propriété pour Val_);

— la fonction y est additive par rapport a or (ce qui démontre la propriété
pour Val,, ).

3. EQUIVALENCE DES SEMANTIQUES

Jusqu’a présent, nous avons donné les définitions de nos sémantiques, et
quelques propriétés qui se déduisent immédiatement des définitions. Pour
cela, nous les avons considérées comme des ensembles d’arbres finis ou infinis.

En nous plagant maintenant dans un cadre moins grossier, nous allons
montrer que les relations qui les lient sont beaucoup plus fortes.

La structure canonique de F-magma, qui existe sur M ® (F) peut s’étendre,
grace au produit de composition, en une structure de M ® (F, X)-magma; en
effet, tout arbre fini ou infini, Te M * (F, X,) peut étre considéré comme un
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opérateur n-aire sur M ® (F), ou de fagon équivalente, comme une application
de M® (F)" dans M ® (F).

Le produit de composition permet en réalité plus que cela: on peut
composer des ensembles d’arbres (et pas seulement des arbres) et donc tout
arbre est un opérateur sur 2 (M * (F)) qui est, de fagon naturelle, le domaine
d’interprétation universel d’un schéma de programme non déterministe.

Dans la section précédente, nous avons comparé ces ensembles d’opérateurs
indépendamment de tout domaine d’application.

A présent, nous allons comparer ces ensembles en tenant compte du fait
qu’ils opérent sur un domaine bien défini, 2 (M ® (F)).
Si A est un ensemble d’arbres de M ® (F, X,) nous définissons :

Fa: PMZ(F)" > P (M= (F)
(Ty ..., T,Y>U{Te(Ty, ..., T,>/TeA}.

A partir d’'un ensemble de fonctions univoques A, nous obtenons de cette
facon une fonction multivoque %, (Arnold et Nivat [7, 8] utilisent des
fonctions multivoques, définies d’une fagon un peu différente, pour exprimer
la sémantique d’un schéma de programme récursif non déterministe); nous
pouvons donc chercher des relations entre nos sémantiques, en comparant
les fonctions multivoques qu’elles engendrent.

Dans la suite, nous noterons 2,=2 (M ® (F))".

DEermNiTION 3.1 : Soient A et B deux parties de M ® (F, X,); nous dirons que
A est équivalente a B ssi les fonctions multivoques engendrées par A et B
coincident sur le domaine ? (M ® (F)). Formellement :

AxB <« VYCcM®(F): AeC=BeC. [

Dans cette partie, nous allons comparer les fonctions multivoques engen-
drées par nos sémantiques et montrer qu’elles sont égales.

Nous montrerons ainsi que Val,,, Val,,, et Val,, , bien qu’intrinséquement
distincts sont indistinguables (=&-équivalents) lorsqu’on les applique sur le
domaine (ce qui correspond a la seule connaissance pratique que ’on puisse
en avoir).

3.1. Comparaison entre Val,,_(t) et Val,_, (¢)

alg

LemMME 3.1 : Soit (P)); .y une suite décroissante de parties fermées non vides
de M> (F, X,). Soit A un élément fermé de P,, alors :

N{P,eAlieN} =(N{P/ieN})e A.
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Ce résultat est le corollaire d’un résultat plus général d’Arnold et Nivat [6],
faisant intervenir les limites de suites d’ensembles au sens de Painlevé. [

LEMME 3.2 : Pour tout te M(F, \U®, X) : y(n(@®))=nr, ().

Démonstration par induction sur t : Nous n’étudierons que deux cas :

t=or(t;, t,) et t=@;(ty, ..., L)

Nous supposons donc que l'arité de ¢ est n; soit Ae€Z,; nous devons
montrer que :

y(m(t)@eA=mn,(t)e A.
1. Sit=or(ty, t,), alors

np ()@ A=(ny(t,) Unp(t,))eA4
=(np(t) @A) U (np(t,)e A).

car le produit de composition est additif a gauche

=(y(n(ty) @A) U (v (n(t;)) @ 4),
par hypothése d’induction

=y(m()e A
2. Sit=@;(t,, ..., t,), avec 0, ®,;, alors :

p ()@ A=M>(F, X,)e{np(ty), ..., np(t,) > @A.

Puisque, dans =, (¢), on substitue toute occurrence de variable par un arbre
sans variable, w;, (1) ® A est inclus dans M ® (F).

Or M*®(F, X,)2M> (F) et M® (F)® A=M* (F), par conséquent :
i, (H)e A=M> (F).
Un raisonnement tout a fait analogue permet de montrer que

Y(n(t) @ A=M> (F), d’ou le résultat cherchée. [

Nous pouvons énoncer le premier résultat :

ProrosITION 3.1: Pour tout arbre t de MF,U® X), on a
Valy, ()= Val,, (t).
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Démonstration : D’apres le lemme 3.2 :
Ty (Z" (1)@ A=7(n (X" (1)) e 4,
et donc, d’apres le lemme 3.1 :
N{np(E"()eAmeN} =N {n,(Z"(t))/neN}eo A
=Val,,(t)e A4

N{npE"(t)@AmeN} =N {y(®(Z"(t))e®A/neN}
=N{y(rE"@®))/neN}eA
=y (N{n@"()/neN})e 4
(cela découle du lemme 2. 8)
=Val, (t)eAd. 0O

3.2. Equivalence de Val,,, et de Val,,

Dans cette section, nous allons montrer ’équivalence, pour tout arbre t,
de Val,,, (t) et de Val, (2).

La démonstration compléte de ce résultat nécessite 'introduction de notions
assez complexes telles que la compatibilité entre calculs, et des résultats trés
particuliers sur les calculs terminés.

Afin de ne pas surcharger cet article de démonstrations longues et fasti-
dieuses, nous admettrons deux résultats (aprés avoir donné une idée de leur
preuve) qui nous permettront de montrer le résultat cherche.

DEFINITION 2.2 : 1. On dira qu'une occurrence de or dans t est semi-externe
si elle n’est située sous aucun symbole non terminal. Formellement : w est une
occurrence semi-externe de or dans t si

Vo<, gw, t@)eF,

2. Une donnée de choix o sur un arbre t est une donnée de réécriture sur t
dont le domaine est formé de toutes les occurrences semi-externes de or dans t.

3. Un systéme de choix (o,);.y [pour le calcul CPD (t)] est une suite de
données de choix o; telles que :

{ o; est une donnée de choix sur T (t)

C;+120;. O

[I1 faut remarquer, en effet, que si w est une occurrence semi-externe de or
dans t, alors C’est aussi une occurrence semi-externe de or dans X (t).]
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NoraTioN : Si 6 =(0)); .y est un systéme de choix pour CPD (¢), alors nous
désignerons par CPD,, (¢) le calcul défini par le diagramme suivant :

CPD(L) : t 3B (0)——T () ——> >IN — .

AR

CPD4(L) 1 t ——t, —

3.2.1. Systémes de choix associés a un calcul terminé
Apreés ces définitions préliminaires, nous allons voir qu’a tout calcul terminé
8, on peut associer de fagon unique un systéme de choix o® de sorte que :
ProprIETE 3.1 : CPD 5(t)<é.

PropPrIETE 3.2 : Pour tout i, il existe une donnée de réécriture ¢’ interne
(i. e. qui n’opere que sur des occurrences situées en dessous de symboles non
terminaux) telle que :

8'<CPD (1)} o'
Ces deux propriétés nous permettent alors de déduire que :

U { res (CPD _5(1))/3 terminé } < Val,, (t),

ou < est le préordre induit par I'équivalence & sur les ensembles d’arbres.
Nous montrons tout d’abord un lemme utile pour la suite.

LemME 3.3 : Sit se réécrit en t’, par des régles appliquées en des occurrences
situées sous des non terminaux alors :

()= m, ().

Démonstration par induction sur t :
e SiteF,UX, alors t'=t.

e Sit=f(t;,...,t,) avec fe(F,),, alors t'=f(t}, ..., t,), avec pour
tout i de 1 an, t; se dérive en ¢; par des réécritures internes, et donc par
hypothése d’induction (m,, (t,) &7, (¢))) on obtient le résultat cherché.

® Sit=0,(t, ..., t,) alors t'=0,;(t}, ..., t,;). On a alors :
np(O)=M*(F, X,)@{np(ty), ..., np(t,) ).
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Or M®*(F)cM>(F, X,) et M® (F)e A=M > (F), par conséquent :
M® (F)=m, ().

De méme pour t' : M® (F)Sn, ().
En conclusion, pour A dans 2,, n étant l'arité de ¢ :

M (F)cny(t)@e A= M® (F),
et donc :
np(t)eA=ny,(t")eA=M>(F). O

Nous avons vu précédemment (lemme 2.3) que tout calcul terminé est
< -supérieur a tout calcul déterministe et donc, en particulier, a CPD (¢). Par
conséquent, on peut prolonger en un calcul équivalent & & tout préfixe du
calcul CPD (%) :

VieN, 3v, calcul terminé tel que 5=CPD (1) |5 v;.

Or nous avons montré dans un travail précédent [5, 16] que tout calcul
terminé de t dérive toute occurrence semi-externe de symbole or dans t. Par
conséquent, chaque calcul v; nous permet de définir une donnée de choix sur
Ti(t) que nous notons 2.

On montre facilement que la suite 6®=(c?%);_y est un systéme de choix
pour CPD (¢) (i.e. c® est une suite croissante pour 'ordre par prolongement
des fonctions partielles sur P*), que nous nommerons systéme de choix associé
ad.

La démonstration de la propriété 3.1 s’achéve en rapportant au début de
v; Paction de o?, de la fagon suivante : y;=c?; v;. Par conséquent :

CPD ()| 6?=CPD s(1)| <.

La démonstration de la propriété 3.2 est plus délicate. Intuitivement
CPD (1) dérive a chaque étape de calcul tous les symboles non terminaux
présents dans I'arbre, et aucun calcul terminé ne peut faire plus (sur les non
terminaux) en une étape; cela tient a la définition d’une donnée de réécriture.
La seule particularité qui distingue un calcul terminé quelconque du calcul
CPD tient dans la dérivation des symboles de choix or.

On peut donc étendre un préfixe du calcul CPD, par des réécritures de
symbole or (semi-externes, ou internes) en un calcul fini <-supérieur au
préfixe de méme longueur du calcul terminé considéré.

Si I'on sépare ensuite les réécritures de or internes et semi-externes, on
obtient exactement I'inégalité donnée dans la propriété 3. 2.
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Le lemme 2. 3 et la définition du résultat d’un calcul et de Val,, permettent
alors d’énoncer le :

LEMME 3.4 :
U {res(CPD ,(1))/d terminé } < Val,, (¢)

(i,e. U{...}eAcVal (t)e A, pour tout A dans 2,.)

3.2.2. Systémes de choix pour CPD. Conclusion

Rappelons la construction de CPD_ (¢) lorsque o est un systéme de choix
pour CPD () :

CPD(L) : t ——E(t) T 2(t }—m> >EN(t) —

NN

CPD4(t) 1 t

LemMe 3.5: res(CPD(t))= U {res(CPD,(t))/c systéme de choix pour
CPD(t)}.

Démonstration : 1. Nous montrons tout d’abord que :

1y (£)= U {np (o (t))/oc donnée de choix sur ¢}

— On a bien siir n, (o (t)) =7, (¢) pour toute donnée de choix o sur t.
— Montrons par induction que

7y (t)= U {np (o (t))/c donnée de choix sur t}.
Le seul cas qui pose un probléme se présente pour t=or(t,, t,) :
i, () =7, (t,) U np(t,), et par hypothése d’induction
=(U {np(c,(t,))/c, donnée de choix sur ¢, })
U (U {np(o,(t,)/o, donnée de choix sur t,})

= U {n,(c(t))/oc donnée de choix sur t}, par définition d’une donnée de
choix.
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2. D’aprés ce qui précéde, on a :
N {mp(E" (©)/neN} =res(CPD (1)

= N{U{np(c,(E"())/c=(c;) systéme de choix sur CPD(t) } /ne N}

2U{N{np(c,E"@®))/neN}/c=(c,) systéme de choix sur CPD (¢) }.

Pour montrer 'inclusion inverse, prenons ¢ dans

N{U {rp(c,(E"(1)))/c=(c,) systéme de choix sur CPD (¢) } /ne N }
alors, VneN, 3o=(0,), systéme de choix sur CPD (), tel que :
tenp (o, (E" (1)

Les données de choix sur £"(t) étant en nombre fini, le lemme de Koenig
permet de construire un systéme de choix ¢°=(c?) tel que

Vne N, tETtD(O',? (Z"(t)))a

ce qui déemontre I'inclusion cherchée, et achéve la preuve du lemme. [

Au vu des lemmes 3.4 et 3.5 et sachant que Val,, (t)=Val,,,(?) il nous
reste & montrer, pour terminer cette partie, que tout systéeme de choix pour
CPD (¢) est un systéme de choix associé a un calcul terminé, i. €. :

Y o systéme de choix pour CPD(t), 33 calcul terminé de ¢ tel que o=0°.

Ce résultat provient du fait qu’il existe, pour tout calcul (en particulier
pour CPD (¢)) un calcul maximal qui est au-dessus {lemme de Zorn appliqué
a 'ensemble ordonné complet AZ* (1)].

Soit & le calcul terminé qui est au-dessus de CPD, (), pour un systéme de
choix o; grace a la relation : CPD (t) <9 et au fait que tout calcul terminé
dérive toute occurrence semi-externe de or dans t, on peut montrer que ¢ = °,
ce qui entraine le lemme suivant : o

LEMME 3.6 :
U {res (CPD .s(t))/8 terminé}
= U {res(CPD,(t))/c systéme de choix pour CPD(t) }.
On en déduit la proposition :
PRrOPOSITION 3.2 : Pour tout arbre t de M(F, U®, X),ona:
Val., ()~ Val () O
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Et finalement le :
THEOREME 2 : Pour tout arbre t dans M (F, U ®, X) :

Val , () & Val,,, (t) = Val,, (¢).

4. SCHEMAS DE GREIBACH

Nous allons a présent conclure ce travail en étudiant le cas particulier des
schémas de Greibach.

DErINITION 4.1 : Arbres contractants.

Un arbre t de M (F, \U ®, X) est dit contractant ssi

teF,UX
ou

t=f(ty, ..., t,) avec feF, et t,eM(F, U, X)
ou

t=or(ty, t,) avec t; et t, contractants. []

DEFINITION 4.2 : Schémas de Greibach.
Un schéma de programme X : @;(xy, ..., X,)=1; pour 1 Zi<k est dit de
Greibach si chaque arbre T; est contractant. [

Dans la suite de ce chapitre, nous supposerons que X est un schéma de
Greibach.

LemME 4.1 : Pour tout te M (F, U ®, X), on a Valg,, (t)=Val, (1)

Nous ne donnons ici qu’une idée de la démonstration, qui est assez longue
(on en trouvera les détails dans [9, 5]).

Nous avons vu, dans le chapitre 2, que la fonction y n’est pas continue au
voisinage de tout arbre.

En revanche, Arnold et Nivat, dans leurs travaux [9], ont montré qu’elle
était continue au voisinage de tout arbre « strict » (arbre dont aucune branche
ne contient une infinité de symboles or consécutifs), et que I'ensemble
N {n(Z"())/ne N} était un ensemble ne contenant qu'un seul arbre (strict
d’ailleurs), quel que soit 'arbre ¢t de départ, pourvu que le schéma soit de
Greibach.

On peut alors écrire :

Y(N{m(E"@)/neN})=N{r(r(E"@)/neN},
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et il ne reste plus qu’a montrer que les deux suites
GEE Dnen et @ E" Oaen

ont méme limite, ce qui découle encore du fait que le schéma est de
Greibach. [

DEerINITION 4. 3 : Calculs réussis.

Nous dirons quun calcul 8 a partir de Parbre t est réussi ssi res(8) est un
singleton. [

LEMME 4.2 : Si & est un calcul terminé dans un schéma de Greibach, alors &
est un calcul réussi.

Cela provient du fait, déja cité dans le chapitre 3, que tout calcul terminé
dérive toute occurrence semi-externe de symbole or ou de symbole non
terminal. []

LEMME 4.3 : Si o est un systéme de choix sur CPD (t), alors CPD_(t) est
un calcul réussi.

CPD, (t) dérive, pour les mémes raisons que celles évoquées ci-dessus,
toutes les occurrences semi-externes de or ou de symboles non terminaux
(appartenant a ®). [

LEMME 4.4 : Pour tout te M (F, U @, X), on a Val,, (t)=Val,, (?).

Démonstration : D’aprés le lemme 3.5,
Valy,, (t)= U {res (CPD, (t))/c systéme de choix pour CPD () }

De plus CPD, (¢) est un calcul réussi (lemme 4.3), et donc, si § est un
calcul termingé, plus grand que CPD_ (¢) (i.e. CPD, () £9), alors :

res (CPD, (1)) 2res () # .

Or res (CPD, (1)) est un singleton, par conséquent res (CPD, (¢)) =res (3).
Finalement, nous obtenons, pour tout o :

Valden (t) 2 Valop (t) =2res (CPDU (t)),

ce qui montre le résultat. [
Nous déduisons des lemmes 4.1 et 4.4 le :

THEOREME 3 : Si X est un schéma de Greibach, et si t est un arbre de
M((F,\U®, X), alors :

Val (1) = Valy, (t) = Val,, (2).
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REMARQUE : Dans leurs travaux, Arnold et Nivat [7, 8], montrent que,
dans le cas des schémas de Greibach, la sémantique des calculs réussis est
égale a la sémantique dénotationnelle. Ce résultat a ét¢é montré aussi bien
dans le cas d’un domaine métrique [8] que dans le cas d’'un domaine ordonné.

Le théoréme 3 montre donc que, dans le cas des schémas de Greibach,
sémantique des calculs réussis, semantique des calculs terminés (Val, ), sémanti-
que dénotationnelle (Val,,,), et sémantique algébrique (Val,, ) s’unifient totale-
ment.

alg
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