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HIERARCHIES DE CONCATENATION (*)

par Jean-Eric PN (%)

Communiqué par J. BERSTEL

Résumé. — On sait qu'il existe une correspondance bijective entre les variétés de langages
reconnaissables et les variétés de semi-groupes finis. Dans cet article, je définis des hiérarchies de
variétés de langages basées sur le produit de concaténation et je donne une description purement
algébrique des hiérarchies de semi-groupes correspondantes. On retrouve ainsi comme cas particuliers
diverses hiérarchies déjd connues. La construction proposée repose sur le résultat suivant : tout
langage reconnu par le produit de Schiitzenberger des monoides Mo, . .., M, est dans lalgébre de
Boole engendrée par les langages de la forme L;ja, Ly, . . .a, L; 0<ip<iy<...<i,<n) ou les a;
sont des lettres et les L; des langages reconnus par Mx,‘ (Osfcsr). Enfin je montre un résultat
général de décidabilité qui permet de retrouver un résultat de théorie des semi-groupes : étant donné
un semi-groupe fini S et un entier n, on peut décider si S divise un produit en couronne de n demi-
treillis.

Abstract. — As well-known, there exists a one-to-one correspondence between the varieties of
recognizable languages and the varieties of finite semigroups. New hierarchies of varieties of
languages (based on the concatenation product) are defined and an algebraic description of the
corresponding hierarchies of varieties of semigroups is given. Various well-known hierarchies are
obtained as particular cases. The construction is based on the following result: if a-language is
recognized by the Schiitzenberger product of the monoids M, .. ., M, then L belongs to the boolean
closure of the set of languages of the form Li,a, L;, . . .a,L; (0<io<...<i,<n) where the a; s are

:ietters and the L;, s are recognized by M; (0<k<r). Decidability and inclusion problems are also
iscussed.

INTRODUCTION

Le produit de concaténation est, avec I'étoile, 'opération la plus importante
pour I'¢tude des langages reconnaissables. En particulier, Brzozowski [1] a
proposé¢ une hiérarchie des langages apériodiques (« star-free » en anglais)
basée sur le produit de concaténation : le niveau 0 est constitué par les
langages finis de A™ et le niveau (n+ 1) est I'algébre de Boole engendrée par
les langages de la forme L;...L; avec k>0 ou chaque L; est un langage de
A* de niveau n. Brzozowski et Knast [2] ont démontré que cette hiérarchie
était infinie et Knast [5 6] a récemment caractérisé les semi-groupes

(*) Regu mai 1982,
(*) Laboratoire d’Informatique Théorique et de Programmation, Université Paris-VI et
C.N.R.S., Tour 55-65, 4, place Jussieu 75230 Paris Cedex 05.
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24 J-E. PIN

syntactiques des langages de hauteur 1. Brzozowski a donné par ailleurs une
version plus fine de sa hiérarchie en imposant des bornes supérieures a
Ientier k de la construction précédente.

Straubing [15] a défini pour les langages de A* une hiérarchie de
concaténation voisine de celle de Brzozowski. A* et ’ensemble vide son} de
niveau O et le niveau (n+ 1) est 'algébre de Boole engendrée par les langages
- de la forme Loay Lya,...ax Ly, k=0 ou les a; sont des lettres et les L; des
langages de niveau n. La encore on sait caractériser les langages de niveau 1,
appelés aussi langages testables par morceaux : ce sont les langages dont le
monoide syntactique est J-trivial [13] (cette classe de langages posséde aussi
sa hiérarchie, proposée par Simon [12]). En revanche on ne sait toujours
pas décider si un langage est de niveau 2 dans la hiérarchie de Straubing,
bien que ’'on connaisse diverses caractéristisations des monoides syntactiques
‘correspondant a ces langages [10].

Le but de cet article est de montrer que ces diverses hiérarchies sont des cas
particuliers d’'une construction plus générale, obtenue en associant des variétés
de langages non plus a des entiers, mais a des arbres, selon le procédé suivant.
Comme pour les constructions précédentes, on se donne au départ une variété
de langages qui est associée par définition a I’arbre réduit a un point. Ensuite,

on associe a ’arbre t= | I'algébre de Boole engendrée
par les langages de la forme L; a; L;, .. .a; L;, avec 0<ip<...<i;<n ou les
a; sont des lettres et ou, pour 0<j<k, L;, est élement de la variéte de langages
associée a I’arbre iy

Il reste 2 donner l'interprétation algébrique de cette construction, ce qui
peut étre fait en utilisant le produit de Schiitzenberger de (n+ 1) monoides
Mo, ..., M,. Cette opération, introduite par Schiitzenberger dans le cas n=1
(cf. [4]) puis généralisée par Straubing [14], peut paraitre a premiére vue assez
artificielle. C’est en fait un cas particulier d’une construction trés naturelle [9].
Je démontre (section 2) que le produit de Schiitzenberger est, en un certain
sens, parfaitement adapté a [l'opération (sur les langages)
(Lgs ..., L)—>Lya,L,...a,L,oules g sont des lettres. Ce résultat permet
de construire, sans référence aux langages, des hiérarchies de variétés de
semi-groupes (monoides) correspondant, via le théoréme d’Eilenberg, aux
hiérarchies de langages précédemment construites. Autrement dit, partant
d’une variété de semi-groupes (ou de monoides) V, on associe 4 chaque arbre
t — resp. a chaque ensemble d’arbres L — une variété de semi-groupes

C: (M) (O (V).
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HIERARCHIES DE CONCATENATION 25

Je montre que les variétés de semi-groupes ou de monoides correspondant
aux hiérarchies de Brzozowski, Straubing et Simon s’obtiennent toutes par ce
procédé. On retrouve également ainsi d’autres variétés connues telles que la
variété R des monoides #-triviaux. Je démontre également que I'opération qui

a un arbre ¢t associe 'arbre A\ est liée au produit semi-direct des semi-
groupes (théoréme 3.7).

Parmi les nombreux problémes que posent ces hiérarchies, on peut en
dégager trois principaux :

1° Comparaison des variétés a lintérieur d’une hiérarchie

C’est la généralisation du probléme « la hiérarchie de Brzozowski est-elle
infinie », résolu positivement par Brzozowski et Knast. De fagon précise le
probléme consiste 4 comparer entre elles les différentes variétés O, (V) (ou

méme . (V). La fin de la section 3 regroupe quelques résultats partiels et
une conjecture sur ce probléme. ’

2° Probléme de décidabilité
On dit qu'une variété de semi-groupes V est décidable §’il existe un

algorithme qui permet de tester si un semi-groupe fini est ou n’est pas
dans V. Le probléme est de savoir si les variétés étudiées dans cet article sont

décidables. La question est abordée dans la section 4 ou il est montré en
particulier que toutes les variétés de la hiérarchie construite a partir de la
variété triviale sont décidables. Ce résultat a une conséquence en théorie des
semi-groupes : étant donné un entier n, on peut décider si un semi-groupe fini
divise un produit en couronne de n demi-treillis.

3° Equations des variétés

Cette question, qui est liée a la précédente, n’est pas abordée dans cet article
et fera 'objet de publications ultérieures.

1. RAPPELS ET NOTATIONS

Les références de base sont Eilenberg [4] et Lallement [7] dont j’adopterai
la plupart des notations. Si S est un semi-groupe, on note E (§) I’ensemble des
idempotents de S.

Une variété de semi-groupes (monoides) est une classe de semi-groupes
(monoides) finis V telle que :

(1) Si SeV etsi T est un sous-semi-groupe de S, alors Te V.

(2) Si SeVetsi T est un quotient de S, alors TeV.

vol. 18, n° 1, 1984



26 J-E. PIN

(3) Si (8)ics est une famille finie d’éléments de V, le produit direct l_[ S; est
iel

dans V.

Eilenberg a montré I’existence d’une bijection entre les variétés de semi-
groupes (monoides) et certaines classes de langages, les +-variétés (*-variétés)
de langages. De fagon formelle une + -variété de langages ¥~ associe a chaque
alphabet fini 4 un ensemble 4* ¥~ de langages reconnaissables de A™ tels
que :

(1) Pour tout alphabet 4, A* ¥ est fermée pour les opérations booléennes
finies.

(2) Pour tout alphabet A, siacAet LeA* ¥ alorsa 'L, La"teA*7.

(3) Pour tout morphisme de semi-groupes ¢ : A4* — B*, Le A* ¥ entraine
Lo teAt v

La définition des *-variétés s’obtient en remplagant + par * et semi-
groupe par monoide.

Les hiérarchies de concaténation fournissent des exemples particuliérement
intéressants de variétés de langages. La hiérarchie de Brzozowski [1] £, est
définie comme suit : pour tout alphabet 4, A* %, est 'ensemble des langages
finis ou cofinis de A™ et A %,., est l'algébre de Boole engendrée par les
langages de la forme Lo...L; avec k=0et Lo, ..., Lye A" B,

On peut définir une sous-hiérarchie a l'intérieur de £, en considérant
pour chaque entier r>0 lalgébre de Boole A* %,.,, engendrée par les
langages de la forme Lo...L; avec Lo, ..., Lye A* #, et 0<k<r. On définit
ainsi une suite de variétés 4, ,. On notera que &,+1,0=4%, pour tout n>0. On
montre également que %, 2= %1,21+1 pour tout k>0.

La hiérarchie de Straubing [15] ¥, est la suite d&s *-variétés ainsi définie :
pour tout alphabet A, A* ¥ est constitué de @ et de A* et A* ¥ .., est
Palgébre de Boole engendrée par les langages de la forme Loa; L,...ax Ly
avec k>0, Lo, ..., Lye A* ¥ ,etay,...,aeeA.

On démontre que les ¥, (resp. %, B.,) sont effectivement des *-variétés
(+-variétés). Les variétés de monoides (resp. semi-groupes) correspondantes
sont notées V,(resp. B,, Byi). Le probléme majeur concernant ces variétés
demeure leur caractérisation algébrique. Rappelons les résultats connus a ce
jour.

TueoREME 1.1 (Simon [13])): On a V,=J la variété des monoides J-
triviaux. Enparticulier unmonoide M estdans J ssipourtoutx,ye M (xy)'=(yx)"
et x"=x"*1 gvec n=Card M.

&.A.LR.O. Informatique théorique/Theoretical Informatics



HIERARCHIES DE CONCATENATION 27
Si V est une variété de monoides, on note LV la variété de semi-groupes
« locale » associée 4 V :
LV={S|eSeeV pour tout ecE(S)}.
On note J; la variété des monoides idempotents et commutatifs (appelés
aussi demi-t;eillis).
THEOREME 1.2 [3]: Ona §1,2=L_Jl.

Les langages de %,. sont appelés localement testables. Pour chaque
alphabet 4, A* &, , est I'algébre de Boole engendrée par les langages de la
forme u A*, A*v et A*wA* ou u,v et w sont des mots de A™.

Simon avait conjecturé I'égalité B,=LJ. En fait, on a bien B; = LJ mais
Knast a montré que U'inclusion était stricte :

TreorEME 1.3 [5,6]: Un semi-groupe S est dans By ssi il satisfait la

condition suivante :

(K) il existe m>0 tel que pour tout e;,e;€E(S), pour tout x,y,u,veS
(e3 xez y)™ eq xe, veq (ues vey)" = (ey xez y)™ ey (uez vey )™

Si M est un monoide, on note 2 (M) le monoide des parties de M, muni du
produit usuel des parties :

TrEOREME 1.4 [10}: On a V,=PJ, la variété engendrée par les monoides

P (M) ou MeJ.

Malheureusement ni cette description de V, ni les autres caractérisations

connues [10] ne permettent de résoudre le probléme suivant : peut-on décider
si un monoide fini M est dansV .

* On ne connait a ce jour aucun résultat sur les variétés B, pour n=2 et V
pour n>3, hormis les résultats généraux suivants :

TrEoREME 1.5 (2, 14] : La hiérarchie B, est infinie.

TueorEME 1.6 [15]: On a B,=V,* LI pour tout n>0. En particulier la
hiérarchie V, est infinie.
Dans ce dernier énoncg, la notation V,* LI désigne la variété engendrée

par les produits semi-directs M * § d’'un monoide M €V, et d’un semi-groupe

SeLl LIest la variété des semi-groupes localement triviaux, i.e. Se LI ssi
eSe=e pour tout e E(S).

vol. 18, n° 1, 1984



28 J-E. PIN
2. LE PRODUIT DE SCHUTZENBERGER

Si S est un semi-groupe, on note £ (S) le semi-anneau des parties de S, muni
de I'union comme addition et du produit des parties comme multiplication. On
note S! le monoide ainsi défini :

S!'=S si S est un monoide.

S'=S U {1} si S n’est pas un monoide (1 est évidemment alors I'élément
neutre de S').

Soient S4,...,S, des semi-groupes. Le produit de Schiitzenberger de
Si,...,8, note O, (Sy, -..,8,) est le semi-groupe des matrices nxn a
coefficients dans 2 (S1 x ... xS}) de la forme p=(p;))1<i,j<a €t vérifiant les
trois conditions suivantes :

(1) pi=Psii>j.

) pa={Q,...,1,s;,1,...,1)} pour un certain s;€S..

B3) piic{(s1, .., sESI X ... xS s1=...=si-1=1=sj41=...=5,}.

Il est & noter que le produit de Schiitzenberger n’est pas « associatif »
C’est-a-dire qu’en général les semi-groupes ¢, (O2(S1, S2), S3), O3(S1,52,S3)
et $2(S1, &2(82, S3)) sont distincts.

Straubing [14] a montré que si les langages L; (0<i<n) de A* (resp. de 4™")
sont reconnus par des monoides M; (resp. des semi-groupes S;), alors le langage
Loa, L. ..a,L, oules a; sont des lettres, est reconnu par (p4 1 (Mo, - . ., My).
Il est facile de vérifier que si 0<ipo< ... <i,<n, alors O, 41 (M, ..., M;) est
un sous-monoide de ,+1 (Mo, ..., M,). Il en résulte que le monoide
On+1 (Mo, - . ., M,) reconnait tous les langages de la forme L; ay L;, . . .a, L;,
ou L;, est reconnu par M;_.

Le but de cette section est d’établir la réciproque de ce résultat. Le cas n=1
a été traité par Reutenaeur [11] et la preuve qui suit s’inspire en partie de ses
arguments.

TuiorBEME 2.1 : Siun langage L < A* est reconnu par $peq (Mo, ..., M,)
alors L est dans lalgébre de Boole engendrée par les langages de la forme
Ligay...a,L, 0<iy<i,...<i,<n ou les a, sont des lettres et ou

L ., L; sont des langages reconnus respectivement par M, , . . ., M;

o - - io? i
Démonstration : Soit p: A* > O,41 (Mo, ..., M,) le morphisme recon-
naissant L et soient (Wij)o<i j<n l€S composantes de p considérées comme
applications de A* dans 2 (Mo x ... x M,).

LeMME 2.2: Soit Pc Opvy (Mo, My, ..., M,). On a la formule :
Pu =0 N mijp'l';l'
meP 0<i, j<n

Cest immédiat. [

R.A.L.R.O. Informatique théorique/Theoretical Informatics



HIERARCHIES DE CONCATENATION 29
LEMME 2.3 : On a pour tout i,je{0,1,...,n}:

(ay...a) pij= 2 ay Wigi, @2 Wiji,... G Wi _ i

i=igSi; <. Sip_ <i,=j

La formule est évidente par r=1. Supposons-la acquise jusqu’au rang
(r—1). Il vient :

(ay...a)w;= Z @ .-, _1)Paa, y;
k=0

n

= Z Z a3 Migiy... Gr—1 i, i, , Gr Hij
k=0 i=ig<i; €...<ip_, =k
n
=) Y as Wigiy... Gr—1 Wi, _yi,_, Gr Hi,_js

k=0 i=ig<i, S...€i,_;=k-
d’ou le résultat. [

Désormais on fixe i et j. D’aprés le lemme 2.2, il suffit d’établir que le
langage m;; p;; ! s’écrit comme combinaison booléenne de langages de la forme
L,a,,...a;Ls avec aye A et L, reconnu par M; pour r<k<s. Sii>j, on a
my=@ d’ot my; p;! = et le résultat est évident. Si i=j, m;; s’identifie & un
élément de M; et m;;p;;' est un langage reconnu par M; On peut donc
supposer désormais que i<j.

Soit, pour 1<k<j—i+1, R, 'ensemble des suites de lettres (ay, ..., ax)
et S; l'ensemble des suites (io, iy, -..,0ix) telles que i=ip<i;<...<ix=j.
Pour re=(a, ...,am)ER,, on deéfinit une application :
Oy, 1 A* > P(A*x ... x A¥) par : :

uc,={(ouy, ..., u)EA*X ... xA*|uoas u;.. . au=u}.
Pour sy=(ig, i1, . - ., ik) €Sy €t re=(ay, ..., x)€R;, on définit une appiica-
tion :
Trs, - (A*X .. XA%) > P(Mo XM X ... xM,)
par:
(uo, - . -, i) Ty, = Uo Migiy @1 Migiy Y1 Wi, - - - Uk Wigiy

LeMME 2.4 : On a la formule :

ﬁ Hij= Z Z 2 Z (uo, ey uk) T'k'sk'

15kSj—i+1 el (4o,....p)euo, $E5;

vol. 18, n° 1, 1984



30 J-E. PIN

Preuve : La formule s’obtient immédiatement a partir du lemme 2.3 en
regroupant les produits de la forme a; Miji, ds+1 Wiji;.. Gs+¢ Wi, €N
(@sas+1-..a5+0) i

Posons, pour 1<k<j—i+1, r,eRy, sseSiet FEPP(Mox ... xM,):

LF.r,‘,sk——‘ {uEA*l{(u09 o ',uk) Trk,sk'(u()’ . .,u'k)euo,k} =F}

LEMME 2.5: Pour tout me P (Mo x ...x M,), m p;;* est dans I'algébre de
Boole des langages de la forme Lg,,, ;..

Preuve : Posons uv,, ;= y (Uo, - - -, i) Try s,

(ug,.. .,u,‘)euc,k

En intervertissant I’ordre des deux derniéres sommations dans le lemme 2.4,
on obtient :

U Hij= Z Z Z UYrs:

1<kSj—i+1 reR, €S,

On en déduit la formule :

(1) m HJ t= U m m’k'sk ‘Y':'ik'

s =™

La sommation et I'intersection étant étendues a 1<k<j—i+1, rekR,
et s, €8,

On a d’autre part, sime 2 (MoxM; x ... xXM,):
(2) m 'Yr:,ik= U LF,rk,s,"

If=m
SeF

Démontrons (2) en omettant, pour alléger les notations, les indices r; et s :

Y (o, ..., m)T=m

(ug,...,up)euc

et donc en posant :
F={(uo, ..., w) t|(uo, ...,u)euc},
on a a la fois : -

Y f=m et ueLp.
feF

R.A.LLR.O. Informatique théorique/Theoretical Informatics



HIERARCHIES DE CONCATENATION 31

Réciproquement, si ue L avec ), f=mona:
SfeF

uy= Y (4o, .., w)t= Y f=m,

(O u;)euc JeF

ce qui établit la formule (2). Le lemme découle alors immédiatement de (1)
et(2). O

Les indices k, 74, s; et F étant maintenant fixés, il s’agit d’étudier le langage
Lr={uecA*|{(uo, .. .,w) t|(uo, . . ., ) euc}=F}.

LEMME 2.6 : On a la formule Ly= N L,\U Ly, ou:
feF J¢F

Ly={ueA*|3(uo, ...,u)€uc (uo, ..., u) T=1}.

S ueLgetsi feF, il existe (uo, uy, ..., u)€u o tel que (uo, . . .,‘uk)r=fet
donc ueLy. Si f¢F, on a pour tout (uo, . . ., w)€u o, (U, - . ., u) T#f et donc
u¢Lf.

Réciproquement si ue N\ L\ UL, ona:

feF I¢F
F{(uo, - . .,w) T|(uo, - . ., u)eu 6 } = (F) =F,
ou F* désigne le complémentaire de F dans 22 (M, x ... x M,), ce qui établit
le lemme. [J

Désormais, on fixe fe 2 (Mo x M; x ... x M,). Rappelons la définition de
Lf :

Lf=

| PP —
{ueA*|3uy, ..., weeA*u=uga, u,. . . au et uo ;0 @y Pigs, - - - Ue PRy, =f }-

D’apreés la définition du produit de Schiitzenberger de n monoides, on peut
toujours supposer que f est contenu dans 'ensemble des (n+ 1)-uplets :

(mo, ...,mp)eMox ... XM, tels que mo=...=m;i_;=1
et Mijpy1=... =m,,=1.
On pose donc :

={4, .. Lmymicr .. omin 1, D] 1<r<| f]}

vol. 18, n° 1, 1984



32 I-E. PIN

et, pour 1<s<k:

agpi, i ={ ..., Lm_ () ...,m (s)1,...,)|I<r<rl,

Oﬁ rs= ‘ as ,J'is—lis]'

Si ueLy il existe par définition des mots uy, ...,u,e A* tels que
U=uUoQyUy... .Gl €t :

f= {(uO "‘l’ioio mio, to(l)’ mio+1,lo (1)3 LR ] mil, to(l)ul u'il, iy mil, 1) (2)’

m‘-1+1"1(2), e ey mik' tk(k)ukl,l,-k, lk|1<t]<rj’ lgjsk_l}.

11 en résulte qu’il existe deux applications ¢ et { :

o:{L...[fI}~ II {1,...r}=T,

0<js<k

v:T= J] {1,...,.r} > {1, ..,|f]},

0sjs<k

telles que pour tout pe{1, ..., [f

}, on ait, en posant :
3 rPro=@®o, -...P 00 :
(mi, p mj, p)=(u0 uioiomio, p¢0(1)a mi0+1, p¢0(1)7 LR

M poo (DU Ry, i My poy (2), My, por (D). omy Lo (K)uep;, )
et pour tout t=(ty, ..., tk)€T:
(4) (uo Higio Mig, to(l)’ s My gy (k) U, ik)=(mi, w, Miv1, oy« - -5 My, "ll)'

Posons, pour 0<j<k,te [] {1,...,r;},pe{l,...,s}:

‘1 <j<k-1
L(j’ t, p) : ((mij,' tj_l(j))_l mij’p(mij, tj(j+ 1))_1) ,""i;,ll'j’

avec la convention (m;, ,_, (7)) *=1sij=0 et (m,,, (j+ 1) '=0sij=k.

Comme p;;, est un morphisme A* — M. i, le langage L (j,t, P) est reconnu
par M; »

R.A.LR.O. Informatique théorique/Theoretical Informatics



HIERARCHIES DE CONCATENATION 33

Il résulte d’autre part des formules (3) et (4) la relation suivante : pour
0<j<gk:

(5) qu( N fI)L(i’p (P,P))ﬂ(tgL(l’ t,t‘l’))'

pefl,...,|

Soit & I'ensemble des applications de {1,...|f !} dans T et soit &#
Iensemble des applications de T'dans {1, ...,| f|}. On va établir la formule :

(6) Ly= ok;)g Ko(@,¥) as...arKi(o, V),

yedF

avec, pour 0<j<k :

L’inclusion de gauche a droite résulte de la relation (5) et de la définition
de L. Réciproquement, soit u un élément du membre droit de (6). 11 existe
alors peéf et YeF et ug, ..., u,e A* tels que Vje{0,...,k}, u;e K;(o, ).
On en déduit que, pour tout pe{l,...,|f|} (resp. pour tout teT) la
formule (3) [resp. (4)] est satisfaite. Il en découle, en remontant encore les
calculs, que ue Ly, et la formule (6) est établie.

Comme chaque L(j,t, p) est reconnu par M;, il en va de méme pour
K; (o, ¥) et la formule (6) permet de conclure la preuve du théoréme. [J

Dans le cas ou les langages sont des parties d’un semi-groupe libre, on
démontre de la méme fagon le résultat suivant :

THEOREME 2.7 : Si un langage Lc A" est reconnu par $n+1(So, - - -»Sh)
alors L est dans lalgébre de Boole engendrée par les langages de la
forme L a,...a L; 0<io<iy...<i,<n, ou les ax sont des lettres et ou
Liy, ..., L, sont des langages reconnus respectivement par S;, . . .,S;.

g * !

Les conséquences des théorémes 2.1 et 2.7 seront examinées dans la section
suivante.

3. HIERARCHIES DE CONCATENATION

Dans cette section, je construis des hiérarchies de variétés qui contiennent
en particulier les hiérarchies proposées par Brzozowski [1], Simon [12] et
Straubing [15].

vol. 18, n° 1, 1984



34 ‘ J-E. PIN

On note P 'ensemble des arbres (ou mots bien parenthésés) sur I’alphabet
{a,a}. De fagon formelle, P est ensemble des mots de {a,a}* congrus a 1
dans la congruence engendrée par la relation aa=1. De fagon intuitive les
mots de P sont obtenus par le procédé suivant : on dessine un arbre (au sens
naif du terme) et on le parcourt en partant de la racine (suivant le sens
trigonométrique) en codant a pour une descente et a pour une montée. Par

exemple est codé par aaaaaaaaaaaaaa.

Le nombre de feuilles d'un mot u de {a,a}*, noté d (u) est par définition
le nombre d’occurrences du facteur aa dans u. Dans le cas des arbres, cette
définition est bien conforme a I'intuition.

Je rappelle ci-dessous quelques propriétés classiques des arbres que j’utiliserai
par la suite :

(1) tout arbre u se factorise de fagon unique en u=au,aausa. . .au,a ou
n>0 et ou les u; sont des arbres. On a alors d ()= ), d(u).
: 1<i<n
L’interprétation intuitive de cette propriété est illustrée par le schéma
suivant :

(2) Soit u un arbre et soit u=u, au,au; une factorisation de u. On dit que
les occurrences de a et a définies par cette factorisation sont lides si u, est un
arbre. On démontre que toute occurrence de a dans u est liée 4 une unique
occurrence de a. L’interprétation intuitive de cette propriété est trés simple :
les occurrences de a et a sont liées ssi elles codent respectivement la descente
et la montée sur une méme aréte de I'arbre.

Exemple : est codé par ggaaagaa ou les occurrences liées sont
T (RN
indiquées par des crochets.
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(3) Si u=au aau,a. . .au,a est la factorisation de ’arbre u décrite en (1) et
si u=wjiaw,aw; avec w, P, alors I'arbre aw,a est facteur de 'un des mots
aua(1<i<n). Linterprétation intuitive est illustrée par le schéma suivant :

U] u

2 un

A chaque arbre u et a chaque suite Vy, . . ., Vg de variétés de semi-groupes
(resp. de monoides), on associe une variété de semi-groupes (monoides)
CulVys - .., Vay) définie récursivement par :

(@) O1(¥)=V pour toute variété V.

(b) Siu=aujaausa. . .auaavecn=0etu,, ..., u,eP, OuVi, - -, Vaw) est
la variété engendrée par les semi-groupes de la forme $,(Sy, ..., S,) avec:

Sl € <>“l (1_119 .. -,I_/d(u))’ LR} Sne <>u,l (Kd(u1)+...+d(un_1)+1; .. "Kd(u1)+...+d(un))-

Exemple : Soit u=aaaaaaaa et V1, V,, V3 trois variétés de semi-groupes. La
variété &, (Vy, Vi, V) est la variété engendrée par les semi-groupes &» (S,
§3) ou S3eV; et ou § est dans la variété engendrée par les semi-groupes

$2(81, S,) tels que Sy eViet S eV,

Vi V2

On observera que Se O, (Vy, .. -» Vaw) si et seulement si § divise un
semi-groupe de la forme $,(Sy, ..., S,) avec:

S;€e <>u1 (‘_/1, .- -,I_/d(ul)): cosSh€ <>n(I_/d(ul)+...+d(u"_l)+1’ .- -,Kd(u1)+..-+d(“,,))‘
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Cela résulte de la formule suivante, qui se démontre facilement : pour tout
semi-groupe S; ;, 1<i<n, 1<j<r:

On(S11s - v s Sa)X oo XOn(S1p%X ... XS0y,

divise _
<>,,(S1,1 X ... XSL,, . .,S,,,l X... XS,,‘,).
Lorsque V,=... =~I_/,, w=Y, on note simplement O, (V) la variété
OuVy, ..., Vi) Plus généralement, si L est un langage contenu dans P,

on note &, (V) la plus petite variété contenant les variétés O, (V) avecue L.

Le théoréme ci-dessous permet, par récurrence, de décrire les langages
associés aux variétés O, (Vy, - . ., Vauy) pour tout arbre u.

THEOREME 3.1: Soit n un entier positif et Vo, ..., V, des variétés de
semi-groupes (monoides). On note respectivement ¥ ; et W les variétés de
languages correspondant d V;(0<j<n) et @ Oap+1 (Vs - . ., V,). Alors pour
tout alphabet A, A* W (A* W) est I'algébre de Boole engendrée par les langages
de la forme L; a, L;,. . .a L, avec 0<io<iy...<i<n, ay, ...,a€A et pour
0<j<k LyeA*™ ¥, (4* V).

Preuve : SiL=L; a;,L; ...&L;,aveclesconditions précisées par I'énonce,
L est reconnu par le semi-groupe Qi+ (Sig; - - -, 8;) ou, pour 0 jskSij est
le semi-groupe syntactique de L;,

Or

Ourr Sigs -+ > 8)<Onea (Lo s L,8i, L, oy 1,Si, o Siu 1, ., D=T

et T est dans O on+1(Vo, . . ., V,) par définition.

Donc Le A* # et A* # contient I'algébre de Boole décrite dans I’énoncé.

Réciproquement soit Le A* % . Alors d’aprés une remarque faite plus haut,
le semi-groupe syntactique de L divise un semi-groupe de la forme
S=0n+1(So, -..,S,)avecpour0<i<n S:€V: Onendéduit que S reconnait L
et il suffit d’appliquer le théoréme 2.7 pour conclure. []

Les propositions qui suivent, qui sont pour I’essentiel des reformulations de
résultats déja connus, me serviront d’exemples. Je commence par la hiérarchie
de Simon [12]. Pour tout alphabet 4, on note A* ¢, lalgébre de Boole
engendrée par les langages de la forme A*a; A*a,...A*a, A* avec 0<k<n
et a;e A pour 1<i<k. On démontre que ¢, est une *-variété et on note J,

la variété de langages correspondante. La variété # définie dans la section 1
est bien siir la réunion des variétés ¢,. ’

R.AL.R.O. Informatique théorique/Theoretical Informatics



HIERARCHIES DE CONCATENATION 37

ProposiTioN 3.2: (1) Si u=aaaa (arbre A), O, ()=Jy, la variété des
monoides idempotents et commutatifs.

(2) Siu=(aay"*! (arbre /.~ a (n+1) feuilles), O, (1) =J,
. (3) Si L=(aa)*, OvL (I)=J, la variété des monoides ¢-triviaux.

Preuve : C’est une conséquence immeédiate du théoréme 3.1. [J

La hiérarchie de Straubing V, peut se décrire de fagon analogue. Soit L, la
suite de langages définie par Lo={1} et L,+y1=(aL,a)*. Pour guider
I'intuition on peut représenter ces langages par des arbres « infinis en
largeur » :

Ly .

L/ .

ProposiTioN 3.3 : Pour tout n>0 Oy, (I)=V,. En particulier :
O,M=L  On(=J  O(D=PJL

Preuve :@ La encore la proposition résulte immeédiatement du théo-
réme 3.1. O :

La hiérarchie de Brzozowski s’obtient en considérant des variétés de la
forme O (Nil) ou Nil désigne la variété des semi-groupes nilpotents. De fagon
plus précise :

ProposITION 3.4 : Pour tout n,k=>0,0na:

(@) By= Ou, (Ni).
(b) §n+ 1, k= <>(aL,,a)"+1 (N_ll)

Prewve : On a Bo= O, (Nil) par définition. Par récurrence je suppose
établie 1a formule B,= O, (Nil). Alors pour tout k>0, At B, 1. estalgebre
de Boole engendrée par les langages de la forme Lo...L, avec r<k et
Lo, ...,L,e A" B, Soit o/, la variété de langages correspondant a
O ara (Nil). Le théoréme 3.1 et I’hypothése de récurrence montrent que
pour tout alphabet A, A*o/, ., , est l'algébre de Boole engendrée par les
langages de la forme LoayL;...a, L, ou 0<r<k, Lo, .o L,eAt B, et
ai, . .., a,€A. Il suffit donc d’établir, pour tout k >0, 'égalité &y + 1,6 =Bn+ 1,k
L’inclusion &+ 1,k < Bn+1,x résulte du fait ([4], p. 259) que si Le A* £, alors
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aL, Lac A" &, pour tout ae A. Un produit de la forme Loa; Ly . . .a, L, avec
Lo,...,L,eA" B, et ay...,a,eA ¢sécrit donc sous la forme
Lo(ay Ly). . .(a. L,) avec Lo,ai Ly, ...,a,L,e A 2B,. Pour démontrer I'inclu-
sion opposée on montre par récurrence sur k que tout langage de la forme
Lo...L, avec Lo,...,L,eA* B, est union de langages de la forme
Koai K;...a, K, avec 0<r<k, Ko, ...,K,cA* B, et ao, ...,a,e€A. Cest
évident si k=0. Si L=L,...L;+;, on observe que :

Ly =(ANL,)U U a(@™! Ly 1),

ac A
d’ou :
L= U (Lo...Lk)aUU(Lo...Lk)a(a_lLk“).

acAnLy,, aeA

Mais d’aprés I’hypothése de récurrence L. ..L; s’écrit comme union de
langages de la forme Kja;...a, K, avec O0<r<k, ai,...,a,eA et
Ko, ...,K,€c A" #B,. Or puisque %, est une variété de langages, on a
a 'Lyy€A* B, Dautre part, d’aprés le résultat rappelé plus haut
K,aecA* &, pour tout ae A. Ces deux observations permettent d’exprimer L
comme union de langages de la forme Kopa,...a,K, (avec 0<p<k+1,
ay, ...,a,€A et Ko, ...,K,eA* %,), ce qui conclut la récurrence. Donc
A v 1,x=%PBn+1,x PoOur tout k ce qui établit (b).

L’égalité B,+, = Oy, , (Nil) s’en déduit facilement puisque :

§u+1=k\>.)o§n+1,k et <>L,,+,(Iiil)=kL>Jo Qura*(Nil). O

D. Thérien (communication personnelle) a proposé de modifier la hiérarchie
de Brzozowski en partant de la variété LI au lieu de Nil. On définit alors des

+-variétés %, de la fagon suivante : pour tout alphabet A :
- (1) A" % est constitué des langages de la forme XA* YU Z ou X, Y et Z
sont des langages finis de A ™.

(2) A* &, 1, est algébre de Boole engendrée par les langages de la forme
LoayL;...axLyavec O0<k<r, ay,...,akcAdet Ly, ...,LycA* %,

() A" Brrr=\U AY Bri1,r

rz0
On sait que % est la variété de langages correspondant a LI. Par consequent
il résulte aisément du théoréme 3.1 :

ProposITION 3.5: Pour tout n, k>0, B, et B+1, sont des variétés de
langages. Les variétés de semi-groupes correspondantes sont respectivement

E;: <>L,, (E,l) et Briix= <>(aL,.a_)"‘Jrl (L_I)
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Le lien entre les variétés B, ; et B, est précisé par I’énoncé suivant, di a
D. Thérien :

PROPOSITION 3.6 :
\ ) Pour tout k>0, By =By sx+1=B1i

(2) Pour tout n>0 et k>0, B,+yx=B,+1 et B,=B,

Preuve : (1) Soit A un alphabet. D’aprés la définition de A™* B, et
Pexpression des éléments de 4 %5, on voit que A+ &1 , est 'algébre de Boole
engendrée par les langages de la forme u A*, A*u et ug A*uy...u, A*u,+, ou

O<r<ketuug, ...,u+1€A*. Or on sait ([4], p. 258) que I'algébre de Boole
ainsi définie est A" By 2x=A" B1 21+1-

(2) On déduit de (1) la relation :
AY Bi= U A" Bia= U A* B ,=A" B, d’ou Bj=B;.

k>0 k>0

Les autres relations s’en déduisent par récurrence. []
Comme on le voit les hiérarchies B, et By, ne différent que pour n=1.

Cependant la hiérarchie B; me parait plus intéressante. Par exemple, comme
me I’a fait remarquer D. Thérien, le théoréme 1.5 peut s’écrire

B,=V,* LI pour tout n>0,
alors que le cas n=0 était curieusement éliminé dans la version donnée plus
haut.

Le théoréme qui suit donne une caractérisation algébrique intéressante des
opérations schématisées par ¥V — I_//z etV - {AZ.

THEOREME 3.7 : Pour toute variété de monoides K ,ona:

@ Cazaz (V, D=J1* V.

(b) Cuaaz (L V)=V *,J,.

La démonstration repose sur le « principe du produit semi-direct », qui est
une version simplifiée du « wreath-product principle » de Straubing (Ph. D.
1978), lequel est lui-méme le premier énoncé complet d’un résultat utilisé
antérieurement dans des cas particuliers, notamment par A. Meyer (1969) et
Brzozowski-Simon (1973). Soit 1 : A* - M * N un morphisme de A* dans
un produit semi-direct de monoides Mx N et soit = : M* N — N la projec-
tion canonique. On a alors en posant B=NXx 4 et ¢ =nn.
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ProposITION 3.8 (Principe du produit semi-direct) : Si L est reconnu par 1,
alors L est réunion de langages de la forme XN Y 6~ * ou X< A* est reconnu
par N, Y < B* est reconnu par M et ou G : A* — B* est la fonction séquentielle
définie par 1o=1 et (a;...a,) 6=(1, a1)(a1 @, a2).. .{((a1. . .Gs-1) @, ay).

Preuve : 1l suffit d’établir le résultat dans le cas ou L=(so, to) ' pour un
certain (so, to)€ M * N. Selon I'usage, je noterai additivement le monoide M
et par juxtaposition I’action de N sur M.

“Soit a: B=NxA - M défini par (t,a)a=ts ou s est la premiére
composante de a (c’est-a-dire a 1= (s, u) pour un certain ue T). Soit X=t, ¢!
et Y=soa !: X est donc reconnu par N et Y par M. Il vient
XNYo '={ai...a,€A*|(ay...a)) @=to et (a;...a,) cu=s0}.

Or en posant a;=(s;, t;), on a successivement :

(ai...a) cu=((1, a1)(a1 @, az)...((ay...an-1) @, a,) o
=(l,a;))a+(@ @, a)a+...+{ay...an-1) @, ay) o
=81+l Sr+ ...+l .. ly— 1Sy

et(a...a,) o=t;...t,

On en déduit ((a;...a,) o0, (a;...a,) ¢)=(ay...a,), d’ou finalement
XN Yo '=(so,t0) N, ce qui démontre la proposition. []

REMARQUE : La fonction séquentielle o est réalisée par le transducteur

dont les états sont les éléments de N (1 étant Pétat initial) et dont les
transitions et la fonction de sortie sont représentés par le diagramme :

a | (t,a)
t t(av)

On déduit du principe du produit semi-direct I’énoncé suivant, qui est une
version améliorée d’un exercice proposé par Eilenberg (p. 253).

ProPOSITION 3.9 : Soit V une variété de monoides et soit ¥~ la variété de
langages correspondante. Soit A* v~ Talgébre de Boole engendrée par les

langages de la forme L ou LaA* avec ac A et Le A* v". Alors ¥~ est une
variété de langages et la variété de monoides correspondante estJi*x V.
Preuve : Tout d’abord, si Le A* ¥", La A* est reconnu par >, (M (L), 1).
Or on sait que (M, My)=M, *(V* M) pour un certain monoide
VeJ;. On en déduit ici O, (M (L), 1) eJy* V.
Réciproquement, soit LcA* un langage reconnu par un élément de
Jy * l/ Il existe alors deux monoides MeJ; et N €V tels que L soit reconnu
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par M * N. Avec les notations de la proposition précédente, il suffit d’établir

que Y o~! est élément de A* ¥. Or puisque Y est reconnu par M, Y est

combinaison booléenne de langages de la forme B* b B* avec be B. Comme

o~ ! commute aux opérations booléennes, il suffit d’établir que

(B*bB¥)c e A* . Or si on pose b=(t, a), il vient :

(B*bB*) o '={ay...a,€ A*|3i, 1<i<n ((a;...a-1) ¢, a)=(,a) }=(t ¢ }) a A*.

Comme t@ 'eA*¥, on a (B*bB¥*) o 'eA* ¥ et donc finalement

LeA* v Il en résulte que ¥ est une variété de langages et que la variété de
monoides correspondante est J; * _V O

Preuve du théoréme 3.7 : (a) découle directement de la proposition 3.8 et
du théoréme 3.1. L’énoncé (b) est dual.

CoRrOLLAIRE  3.10: (1) Si u=a"(aaa)" (arbre + a(n+1) feuilles) :

<>,,(D=1"1=11* Ji...*x Jy (nfois)

(2) Si L={a"(aaa)"|n>0} O D=R, la variété des monoides R-triviaux.
Preuve

(1) Par récurrence a 'aide des théorémes 3.1 et 3.7.

(2) Un résultat de théorie des semi-groupes affirme qu’un monoide est
ZR-trivial ssi il divise un produit en couronne de la forme U;°o U, ...°U;.

En termes de variétés cet énoncé se traduit par 'égalité :

R= 1) J] cequiétablit (2). O

n=0""

CoroOLLAIRE 3.11: Soit V une variété de monoides et ¥~ la variété de

langages correspondante. Soit, pour tout alphabet A, A* ; la plus petite algébre
de Boole contenant A* ¥~ et fermée pour opérations L — LaA* (resp.

L - A*al) ou ac A. Alors V" est une variété de langages et la variété de
monoides correspondante est RxV (V% R).

Preuve : L’énoncé résulte de la proposition 3.9 et de [Iégalité
R=UJi. O

n=z0"
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Il est intéressant de comparer entre elles les variétés O, (Vy, ..., Vi)
Voici une premiére observation, qui est une conséquence immédiate des
définitions.

ProrosITION  3.12: Soit u un arbre. Alors pour toute variété V, .
ona:

CulVis oo 3 Vi) =¥ma V15« 5 Vaw) = Cua (Cu(V1s - - -, Vaw).

) Kd(u),

La suite repose sur un théoréme de substitution qu’on peut illustrer par le
schéma suivant :

THEOREME 3.13 (théoréme de substitution) : Soit u=u,au,aus un arbre avec
u € P. Alors pour toute variété V., ..., Vaw, ona:

Ou(Kly .. -,Kd(u))

= <> uyadau, (Kla cees Kd(ul), <> u,y (Kd(u‘) +1s v ey I_/d(ul)+n;(u2))a Kd(lll) +d(uy)+1s o - v Ka(“))‘ »

Preuve : Par récurrence sur |u|. Si u=aa, la relation cherchée s’écrit
Cua(N)=Cui(O1 (V) et résulte de I'égalité V=, (V). Dans le-cas général,
on factorise u en u=(avia)...(av,a) avec vy, ..., v,€P.

1 cas : n=1: Siuyuy=1, il vient u, =v, et d’aprés la proposition 3.12, on
a0,V oo s Va)=Cua(Cuy (Vs + - -5 Vi) Sinon on a nécessairement

uy=auy, us=u3a d’ou v;=ulau,aui. La relation cherchée s’obtient en
utilisant 4 la fois la proposition 3.12 et Phypothése de récurrence appliquée
a V1.

2¢ cas: nz2: Alors I'un des arbres av;a (1<i<n) admet au, a comme
facteur. On pose av;a=u'au, au” et on applique 'hypothése de récurrence :

Oauii(zla .. ';_I_/d(vi))= <>v,~(K1, . -,Kd(v,-))

=Quwaiw V1, - s Vawy, Ouy(Vawr+1, - - - Vawyr+dwy)s - - -2 Vawy)-
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La relation cherchée s’en déduit puisque :
CulVis -+ s Vi) = Oty (Ooy Vs - o5 Va))s + - -
Oon (Kd(ul. B VT T )
On en déduit a P'aide de la proposition 3.12 : '

COROLLAIRE 3.14 : Soit u=u, aau,aaus un arbre avec u, € P. Alors pour
toute variété V, &, (V)= Ouyauyau, (V)

Soient u et v deux arbres. On dit que u est un arbre extrait de v si u s’obtient
a partir de v en supprimant dans v un certain nombre d’occurrences liées de a
et a. De fagon formelle la relation « est extrait de » est la fermeture réflexive
et transitive de la relation < définie par u<v ssi il existe une factorisation
v=0y av, avs telle que v, € P et u=v; v, v3.

Par extension on notera également < la relation « est extrait de ». Il est
clair que < est une relation d’ordre.

Exemple : L'arbre u=aaaaaa (/|\) est extrait de v=aaaaaaaa (/ \)
puisque v=(1) a(aaaa) a(aa).

THEOREME 3.15 : Pour toute variété V, si u est un arbre extrait de I'arbre v,

ona Oy (V)eOu(¥).

Preuve : D’aprés la définition de <, on peut se ramener au cas ou
V=0, a0, av; avec v, € P et u=uv; v, v3. La preuve se fait par récurrence sur [ v [
Si v=aa, u=1 et le résultat est évident. Si d(v)=1, on a v=av’a avec v e P
dou O, (V)= (V) daprés (2). Si vy vs=1, il vient v, =v"=u et le résultat
est établi. Sinon, on a nécessairement v, =av} et v3=v3a d’oll v’ =v av, a vs.
On en déduit en appliquant 'hypothése de récurrence a v’ :

<> v (I_/) =Qw (K) - Ov{uzvj (I_/) = Oav{vzvéa (_I_/) = <>u (D-

Si d(v)>2, v se factorise en v=(aw; a)...(aw,a) avec n=2, wy, ..., w,eP
et ou lun des arbres aw,a admet av,a comme facteur. On pose
awya=v'av,av” et wi=a ' (v'v,0v")a"!. On obtient alors en appliquant
I'hypothese de récurrence O, (V)2 Ow (V) :

Co(M)=Cuinrt(Ow, (M), .., Ow, (V)
= <>(aa')"(<>wl (I_/)a .y OW((K)’ ey <>w,, (K))= <>u (K)

" Le corollaire 3.14 montre qu’on peut se restreindre a I’ensemble P’ des
arbres dont chaque nceud est d’arité différente de 1. Bien entendu, si on part
d’une variété V quelconque la restriction & P’ de 'application u — (V) n’a
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cependant aucune raison d’étre injective. Par exemple si V=4, la variété des
semi-groupes apériodiques, on a $(V)=V  pour tout u. En revanche on peut
avancer la conjecture suivante.

CONJECTURE : Soient u, ve P’. Alors {,(I) est contenu dans ,(I) si et
seulement si u est extrait de v. ’

Si cette conjecture est vraie, la restriction 4 P’ de ’application
u— QL)

est injective. L’¢tude de lapplication L — Op(I) parait encore plus
problématique. Il est en effet prouvé en [10] que

O aa) * (;D:"‘ Cwa * (!1)= Qun * (5)

d’ou 'on déduit
Ot @iy * D= O (aaiaiay * D=y * ()
ou L est le langage {a"(aaa)"|n>0}.

Je voudrais signaler une petite subtilité relative a cette derniére égalité. On
en déduit en particulier :

ﬁ = <>a3(a'aa‘)3 (L) c "yo <>(aaéaa'a‘)" (!)

Or il est facile de vérifier que I'arbre a®(aaa)® ( ) n’est extrait d’aucun

des arbres (aaaaaa)” ( | m ).

Cependant la relation ci-dessus ne contredit pas la conjecture car on ne peut
pas en déduire a priori une inclusion du type :

O o @ai* D = O (aadazay D

4. PROBLEMES DE DECIDABILITE

On dit qu’une variété de semi-groupes (ou de monoides) V est décidable s’il '
existe un algorithme qui permet de tester si un semi-groupe fini donné est ou
n’est pas dans V.

- Pour les variétés V, et B, des hiérarchies de Straubing et de Brzozowski, le
probléme de la décidabilité est toujours ouvert puisque seul le cas n=1 a pu
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étre résolu positivement (cf. les théorémes de Simon et de Knast rappelés dans
la section 1). Le résultat qui suit constitue peut-étre une premiére étape vers
la solution générale du probléme.

THEOREME 4.1 : Pour tout arbre u la variété 'Ou_(l) est décidable.

Le théoréme repose sur une propriété de O, (I) intéressante pour elle-
méme.

ProposiTiON 4.2 : Soit u un arbre et soit ¥, la variété de langages associée
a O,(D). Pour tout alphabet A, A*¥ , est un ensemble fini effectivement

descriptible.

Preuve : Le résultat est évident si u=1. Si u=au,aau,a...au,a avec
Ug, .. Up€P,ona Oy (N)= iy (Ou, (¥), ..., Oy (V). Par récurrence les
ensembles A* ¥, ,...,A*¥, sont des ensembles finis effectivement
descriptibles. Le théoréme 3.1 donne alors un algorithme pour construire
A* ¥, qui est un ensemble fini puisque c’est I’algébre de Boole engendrée par
un nombre fini de langages. [] ‘

Preuve du théoréme 4.1 : Soit M un monoide fini et A4 un alphabet en
bijection avec M. 1l existe alors un morphisme subjectif naturel © : 4* - M.
D’aprés [4], p. 188, on a pour tout me M la double inégalité :

Mma H)<M< ][] M(m=™?).

meM

On en déduit que M est dans la variété <, (I) si et seulement si, pour tout
me M, le langage m n~! est dans A* ¥",. La proposition 4.2 fournit donc un
algorithme pour tester si M e O, (I).

On en déduit en particulier a I'aide du corollaire 3.10, un résultat de pure
théorie des semi-groupes.

COROLLAIRE 4.3 : Pour tout entier n, la variété Ji=J, * .. * Jy (n fois)
est décidable.
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