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NOTE SUR L’ALGEBRE DES FONCTIONS

par F. H. Raymonp (%)

Communiqué par M. NIVAT

Résumé. — La définition et les propriétés (celles nécessaires a I'ensemble de la note) d’une
algébre formelle, dite algébre des fonctions, dont les objets sont des fonctions, font I'objet de cet
article.

L’application est illustrée dans deux paragraphes, l'un traitant de la factorisation des fonctions,
lautre des fonctions-boucles, qui forment un sous-ensemble des fonctions récursions, lesquelles
sont engendrées dans l'algébre des fonctions par un opérateur unique. Les propriétés établies englobent
de maniere directe ’approche de Béhm et Jacopini par exemple, et expriment que tout programme
peut étre construit sans instructions GOTO.

1. INTRODUCTION

1.1. Dans un travail antérieur {9] [10] ayant pour objet une formali-
sation du concept de calcul, nous avons €té amenés a créer un outil élémentaire
que nous avons appelé algeébre des fonctions. 1 fait I'objet des § 2 et 4 de cette
note. Les objets de cette algébre sont des fonctions au sens classique du mot,
et naturellement nous sommes amenés, en suivant la démarche des mathé-
matiques, a considérer une algebre formelle des fonctions.

Cette algeébre est caractérisée par un ensemble d’opérateurs permettant
avec des fonctions de former de nouvelles fonctions, en premier lieu sans
schéma récursif, c’est I'objet du § 2 puis dans le §4 un seul opérateur de l’algébre
des fonctions introduit la récursivité.

Les § 2 et 4 sont limités a P’essentiel nécessaire a ’exposé des § 3 et 5 respec-
tivement lesquels illustrent 'approche proposée.

(1) Conservatoire National des Arts et Métiers. Paris.
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26 F. H. RAYMOND

Sous le vocable factorisation dans le § 3, nous établissons des propriétés
de fonctions (définies dans I’algébre des fonctions) dont I'intérét pratique
est illustré par I'observation suivante. Le produit de fonctions f; et f, tel
qu’il est défini classiquement résulte dans I’algébre des fonctions de I'appli-
cation de 'opérateur S> — opérateur binaire — aux fonctions f; et f,, dans
'ordre convenable; ceci conduit a la fonction f, f,S* (nous adoptons la
notation post fixée qui permet de passer directement des objets fonctions aux
objets instructions d’un langage de programmation, probléme non traité
dans cette note). Factoriser une fonction c’est la mettre sous la forme d’un
produit de fonctions.

Les résultats du § 3 conduisent a établir dans le § 5 des propriétés générales
d’une classe des fonctions récursions (définies dans le §4) appelées « fonctions-
boucles », fonctions qui s’expriment, dans un langage de programmation,
par des suites d’instructions contenant, dans le cas général, des instructions
GOTO, et par voie de conséquences, ces suites contiennent des étiquettes.
Nous démontrons dans le § 5 que toute fonction-boucle est équivalente a
une fonction-boucle primitive, laquelle est exprimable par Iinstruction
WHILE-DO.

Il semble que des approches ayant la méme préoccupation que ’algébre
des fonctions se révelent en ce moment et que les informaticiens recherchent
un outil répondant a leurs besoins, par exemple apte a apporter une aide a la
programmation et permettant d’exprimer la sémantique d’un programme.
Nous citerons parmi les récentes publications les références [7] et [8]. Le
cadre limité de cette note ne nous a pas permis de montrer que 1’algébre des
fonctions peut constituer cet outil, nous pensons que son contenu le suggere
au lecteur.

1.2. B est un ensemble d’objets atomiques, F, est un ensemble de fonc-
tions exécutables, chaque membre de F, est un atome, c’est le nom propre
d’une fonction exécutable; dans I’exposé, chaque membre de F, sera repré-
senté par f?, ie N (N ensemble des nombres naturels).

B contient quatre atomes particuliers représentés par V, F, A et o.

Le vocable exécutable utilisé pour définir F, est en relation avec le concept
d’exécutant (mécanique) dont les actions sont évoquées, en une premiére
étape, par une fonction v (qui n’appartient évidemment pas a F,).

Nous disons que l'algébre $ = (B, F,), est une représentation du calcul
défini par les objets de I'ensemble X et un sous-ensemble des applications
(X" est le produit cartésien n fois de X). { X" > X | ne N }, si ayant défini :

Vo:B-o X, py:Fy>{X"> X|neN}
Pexécutant applique v & tout terme ¢ de B selon les relations :
(1) [Lt1 s 8121V = [[t41V, - [6,DVIDS 7100

[t]v = [t]vo, si teB
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NOTE SUR L’ALGEBRE DES FONCTIONS 27

Nous dirons que :

[ f9]n, est Iinterprétation dans le calcul sur les objets de X, du nom
propre f7,

[t]v  estla valeur (objet de X) du terme ¢ de 5

[b;]v, est l'interprétation de tout objet atomique b;, b; € B.

Dans toute interprétation les images de V, F, o et A sont les mémes sym-
boles : ils ont les significations attribuées généralement aux mots vrai, faux,
indéterminé et A est I’atome représentant une liste vide.

£, est 'ensemble des listes telles que définies classiquement formées avec
les atomes de B. Dans I’exposé x et x,, i € N évoquent un objet appartenant
aBuL,

REMARQUES : 1) Nous utiliserons systématiquement la notation post fixée
pour construire les termes de $ comme indiqué dans (1) ci-dessus, car elle
est la plus proche des moyens permettant de définir avec plus de précisions
le concept d’exécutant, ce que nous ne ferons pas dans cette note.

2) Dans le méme but, il est utile de discerner deux natures d’actions de
’exécutant, (voire deux types d’exécutants) pour lequel, [¢]v est une ins-
truction, comprise par lui difféeremment — selon que ¢ € B ou ¢ ¢ B. Dans ce
dernier cas le terme [7,, ..., £,]f? de B est soumis a ces deux actions dans un
ordre imposé :

— en premier valuation par v des termes ¢,, ..., t, soient b,, ..., b, les objets
obtenus,

— en second lieu construction effective, si elle est possible, de la repré-
sentation la plus simplede[b,, ..., b,] f? par un atome de B si elle est impossible
une décision est 4 prendre qu’il n’y a pas lieu d’étudier ici, dont la plus simple
est d’attribuer comme valeur & ce terme I'objet w.

Alors si cal est I'opération exécutée dans la deuxieme étape, en revenant
a(l):
M [[tys oo 6320V = [L03Vs s [6,1VI0/ $0o] cal

Le second membre met en évidence le principe de séquentialité si on a affaire
a un exécutant unique, ou le « travail » simultané (en paralléle) de n exécutants
avant qu’un exécutant obéisse a cal.

2. ALGEBRE DE FONCTIONS

2.1. Définitions

1. A est une algébre & opérateurs représentée par (F, S) dont les termes
forment I’ensemble F, S est un ensemble fini d’opérateurs :

S = {cond, S° S*, §%, ...}
cond, S°, S!, ... sont des symboles atomiques.

n° décembre 1975, R-3.



28 F. H. RAYMOND

2. A # est associée I'algébre formelle £ = (F, §) définie par :

— les symboles de I'ensemble § = { cond, 3°, S, ... }, ce sont ses symboles
fonctionnels, et les applications :
S':F—F, 8Y(f)= fst
S F = F, 8 (fys on £) = S oor [u5
cond : F* — F, cond (£, £, f3) = f, f, /5 cond

— les symboles de constantes formant I'ensemble G, u { b,S° |b,e B},
G, sera défini plus bas : c’est ’ensemble des fonctions primitives de sélection.

3. Soit F,, un sous-ensemble non vide de F et &, = (F,, S) la sous-algébre
fonctionnelle engendrée par F,, F,, étant I'intersection de tous les sous domaines
de 4y, qui contiennent Fy,.

Définition : Tout membre de F, est appelé une fonction, il sera représenté
dans l'exposé par f et le plus souvent par une consonne indicée par un entier.

f € F, sera plus simplement écrit f € £, f évoquant 2 la fois une fonction
de 4 et un mot de #A.

REMARQUE : Malcev [6] semble avoir eu une idée analogue, mais, a notre
connaissance, lui ou ses €éléves ne I’ont pas développée dans une perspective
informatique, ce qui est notre propos.

2.2. Interprétation

L’interprétation de 4 (et de ) postule I’existence d’un exécutant non
autrement défini.

Interprétation de fS*, pour toute fonction f : la fonction fS' est com-
prise par I’exécutant comme lui enjoignant d’appliquer f a un objet x € B U £,
x est appelé contexte, il est choisi par un tiers non précisé. L’exécutant cal-
culera la valeur du terme [x] f.

Interprétation de f, ... f,S", pour toutes fonctions f,, ..., f, : en consi-
dérant la fonction f; ... f,S"S! l'interprétation est exprimée par :

[x1fy - £:8" = [[x1f1s -oos [X14a-1 1,
Interprétation de f, f, f5 cond, pour toutes fonctions f,, f,, f3 - en procé-
dant comme ci-dessus,
[x1f2 si [[x1filv="V
[x]/1/2fscond =< [x]f; si id. =F
® si id. ¢{V,F}
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NOTE SUR L’ALGEBRE DES FONCTIONS 29

Interprétation de b,S° pour ¥b,e B : c’est la fonction de choix de objet
atomique b,, par conséquent en considérant la fonction b,5°S* nous formu-
lons l'interprétation par I’égalité :

[x]5,S° = b,

2.3. Fonctions primitives de sélection

L’ensemble G, introduit dans la définition de 4 peut étre défini de plusieurs
maniéres, la pratique informatique en suggére trois, notées G5, G2, Ga.

Définition de G}y : Gy = { mgy, ,, ..., T, ... } ensemble infini de fonctions
pratiquement limité a une fonction m,. L’interprétation est, en considérant
n,St, 1, S, ..., les x; appartenant & B U £, :

[xgs oo X dmg = [xgs ooos %) 1Mo = (x4, ooy %), (X4 oo X,) € L
Vx e Lp [x]ny = x, [()]me = (), () est une liste vide, A = ().

[x15 o X, 015 = [(xq, - X,)]m; pour j > 1.

[(xy, o x,,)]nj _ {xi 'si .1 <js<n
® sl j>n
Définition de G} : G5 = { cons, my, 4, }
Interprétation :
[(xys .0 X,), x] cons = (x4, ..., X,, X)
[Gegs s X )]s = X, [(xgy - x,)JAg = (x15 s X, )
Gy se définit de maniére symétrique, G3 = { edif, mr,, 4, } I'indice g rap-
pelant gauche, d droite dans le cas G2 :
Nous limiterons I’exposé au cas G}, faute de place.

Les définitions données justifient le vocable fonctions de sélection abré-
viation de « sélection et construction » puisque 7, et cons sont interprétées
comme « constructeurs ».

2.4. Isotonie
Définition : a) f, < f, si dans toute interprétation des atomes de F, la
fonction f; est la restriction de la fonction f,.

Nous dirons que f; est moins bien définie que f, et que celle-ci est mieux
définie que celle-1a.

b) Si f; < f, et f, < f,, nous dirons que f, et f, sont équivalentes ce
qui sera exprimé par la relation f;, = f,.

n°® décembre 1975, R-3.



30 F. H. RAYMOND

Il est facile de démontrer les lemmes suivants [10] :

Lemmes :

1. f < f’entraine fS' < f'S?

2. f <X [ entraine f,..f .. [S"< fi..f . fS" f et f étant au
méme rang dans f; ... f,S",

3. f < f entraine f .. £,fS" < fy .. f,f'S"!

4. f < f' entraine pfg cond <X pf’g cond

pgf cond < pgf ' cond
p < p' entraine pfg cond < p'fg cond

Soit privilégiée dans une fonction, représentée dans I’exposé par @, une
fonction fyayant au moins une occurrence, ce qui est évoqué par ¢(f) . o(f)

étant obtenue par lapplication un nombre fini de fois des opérateurs s,
n entier, et cond nous déduisons des lemmes :

Théoréme d’isotonie : f <X f' entraine o(f) < o(f")
d’ou le corollaire : f = f” entraine ¢(f) = o(f")

2.5. Fonction f,

Définition : [ est une fonction dont le domaine, dans toute interprétation,
est ’ensemble vide.

Nous en déduisons pour tout x € Bu £, [x]f, = o et la propriété :

Propriété : f, fS? = ff.S*> = f..

2.6. Axiomes de A : Pour faciliter la lecture, les fonctions prédicats sont
représentées par p, g éventuellement indicées.

Ao Sy 91 9 9SPTIS = fy L £,9,S™H L Sy e 9,57 g SP !
si n =p =1, il exprime l'associativit¢ du produit de fonctions,

si n = 1, il s’exprime par la distributivit¢ & droite du produit de
fonctions, sauf auprés de la derniére fonction suffixée par SP*1

91> ---» g, sont dites fonctions initiales de g, ... g,g57* !, voir § 3.1

si p = 1, il s’exprime par la non distributivité & gauche du produit
de fonctions,

g, dans f; ... f,g,S"*! y est terminale, voir § 3.2
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NOTE SUR L’ALGEBRE DES FONCTIONS 31

A, : f, étant dans toute interprétation, la fonction définie par
VS f,8? = FS°, FS°£.8* = VS§° :

pfyfocond = pfS*f, f, cond

A, :ppf, f,cond f; cond = pf, f; cond

Ay i pipapy fi S cond f;cond £, cond = p,p, f, f; cond f, cond

A; :p,p,p;cond f f, cond = p,p, f, f, cond p, f, f, cond cond

Ag¢ :p.p,fif,condp, f; f, cond cond = p,p, f, f5cond p, £, f, cond cond
A, : fipff' cond S*> = fpS*f, fS*f,f'S? cond

Ag  fy .. fi—wpfificond . £, =pf ... fi.. ,S"fy . fi.o £,S" cond
Dans le cas n = 2, on a une équivalence.

o fi [, S"St = £,S .. f,_,S'f.S" pf,f,condS'= pS'f,S'f,S! cond
10 - fxfleSz = fle
. fb,S°S? = b,S°
12 ¢ fmeS* = f, nfS*=f
si

S fi e S ST = Ji I<jsn
" fo si j>n

> > > > >

[
w

Enfin certaines fonctions de F, peuvent jouir de propriétés exprimables
0 J :
par des relations dans 4, c’est le cas de f,, elles conduiront donc a des axiomes
supplémentaires & préciser cas par cas.

Les axiomes A, A, A, A, et A,, découlent de l'interprétation du
§ 2.2. et ils sont indépendants car ils concernent des termes différents de A
et des interprétations différentes.

Les axiomes A, & A4 inclus conduisent a ceux proposés par Mac Carthy
pour le calcul sur les expressions conditionnelles : ils expriment les propriétés
de cond.

2.7. Calcul sur les fonctions

Régle de remplacement : elle exprime le théoréme d’isotonie.

Tous les axiomes de A expriment une relation o(f)= V¥(f) ou
o(f) < ¥(f) quelle que soit la fonction privilégiée f choisie dans I’énoncé
de I’axiome.

Introduisons dans # 'opérateur S';, :

Définition : Soit (f)e £, ¢(f)S}. (ou @S/, si dans I'exposé il n’y a pas
d’ambiguité possible) est la fonction obtenue en substituant & toutes les
occurrences de f dans @(f) la fonction f".
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32 F. H. RAYMOND

La régle de substitution s’énonce donc :

Si o(f)=V(f) ou o(f) < W(f) alors :
o(f)Sf. = WIS ou  o(f)S] < V(f)S
Le calcul dont nous disposons sera étendu par des théorémes et par I'in-
troduction d’une extension de A (§4).
A titre d’exemple :
Théoréme : f, ... f, /8" = f, ... fm,S"*! fS?
Démonstration : par A, : f = 1y fS?
par régle de remplacement : f, ... f, fS""! = f, ... fin,fS2S"*!
par axiome A, @ fy ... fifS™ = f ... fim St fS?
REMARQUE : Dans l'algébre A4 engendrée par G} ce théoréme permet de

limiter ’emploi de I'opérateur S", n > 2 comme suffixe & la fonction iden-
tique m,.

2.8. REMARQUES : Le principe de séquentialité et I'interprétation § 2.2
donnent de la compréhension de ’exécutant, pour cond, ’énoncé suivant :

soit pf, f, cond : il calcule la valeur de p, il calcule celle de f; d’ot un objet x,
puis celle de f, d’ou un objet x, et enfin cond, opérateur
ternaire, lui enjoint de choisir entre x,, x, et @ selon la
valeur de p.

Il apparait qu’ici la notion préfixée est préférable (1), nous conviendrons

donc de représenter pf; f, cond par (p — f,, f,) ce qui conduit naturellement
aux expressions conditionnelles de Mc Carthy; d’autres formes ont été pro-

posées, [p](f, | f2) par Kott [5], p(f, | f>) par J. Arsac [1], par exemple,
si p alors f] sinon f, est trop lourde.

La modification d’écriture des axiomes va de soi.

3. FACTORISATION D’UNE FONCTION

Deux procédés généraux de factorisation sont exposés, ils permettent
d’étudier les fonctions récursions et en particulier les fonctions boucles.
Ensuite nous montrons comment ’algébre des fonctions permet de décrire un
troisiéme procédé qui n’est autre que celui proposé par Bohm et Jacopini [2].

3.1. Fonctions initiales

Définition : Sont appelées fonctions initiales d’une fonction représentée
par @, les fonctions suffixées par S* dans I'une des fonctions équivalentes
a @S! obtenue par application des axiomes Ay et A,,.

(1) En supposant que I’exécutant «lit » pf, f, cond de gauche & droite, comme nous-mémes,
principe de séquentialité de I'informatique.
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NOTE SUR L’ALGEBRE DES FONCTIONS 33

EXeEMPLES : 1. f, f,S8? est fonction initiale dans f, f,5% f,S%, puisque
f1 /252 £,528 = f, £,5°S' £35%, f, est fonction initiale dans la méme
fonction, en appliquant une nouvelle fois ’axiome A,.

2. f, et f, sont fonctions initiales dans f, f, f35°.
3. p, f1, f, sont fonctions initiales dans (p — f}, f>).

REMARQUE : Les propriétés de I’opérateur S! exprimées par les axiomes Aq
et A, et la définition ci-dessus conduisent & :

— une fonction est initiale dans une fonction @ si elle est initiale dans
une fonction initiale de @.

Propriété 1 : Soient f,, ..., f les fonctions initiales d’une fonction ¢ alors

(1) 9= fo o [0S
ova,..,0,e{l,2.,n},¢ =SS S

Nous ne donnerons pas la démonstration dans cette note, voir [10], elle résulte
de la propriété suivante :

Propriété 2 : Si f, ... f, sont les fonctions initiales d’'une fonction ¢ alors
pour toute fonction h :

(2) hoS* = @(f1, s [,)STh,s2 o SI}.s2
ou nous dénotons par ©(f,, ..., f,), la fonction ¢ en évoquant ses fonctions
initiales.
REMARQUE : (2) est déduite de (1) par 'axiome A, en effet :
hoS* = hf, .. £, SH'S? = hf, S* .. hf, SPe'S"*!
Régle de calcul : La propriété (2) s’énonce par une régle de calcul dans A

— pour effectuer le produit #pS? on distribue 4 comme facteur gauche
de toutes les fonctions initiales de .

REMARQUE : Cette régle conduit a la factorisation & gauche par 4 si 4 est
un facteur gauche de toutes les fonctions initiales de .

Propriété 3 : Soit choisie arbitrairement l'une des fonctions initiales,
représentée par f,, d'une fonction @ alors :

(3) 0 =1,/,0'S* ou @= fime'S?
ou ¢ = @S'SHS'S™ dans le premier cas, ¢' = @S'S/528% dans le second,

et @ St est construite en remplacant toutes les autres fonctions initiales par
no f:S%, i # k.

La preuve découle directement de la propriété 2 par les axiomes Ag et A, ,.

n°® décembre 1975, R-3.



34 F. H. RAYMOND

3.2. Fonctions terminales

Définition : 1. — f est terminale dans f, fS* et f, ... £fS"*!,
2. f, et f, sont terminales dans (p - f;, f5),

3. f est terminale dans une fonction ¢ si elle est terminale dans au moins
une fonction terminale de @.

EXEMPLE : f, f3S? est terminale dans f, f, /3525 par 1., f, y est terminale
par 1. et 3.

Propriété 4 : Soit une fonction @ et soient f, ... f, ses fonctions terminales,
alors :

4) ofS? = o(fy, fn)sf:fsz S;:fsl
ou la notation @(f, ..., f,) évoque les fonctions terminales de ¢.

Démonstration : Si ¢ est f, f,5% [lassociativitt de S* conduit a
©fS? = f, £,528 d’ou (4).

Si ¢ est fy,.., f,S" laxiome A, donne @fS*= f, .. f,_,f.fS*S"
d’ou (4); enfin si @ est (p — f,, f,) I'axiome Ag conduit a (4).

Puisque toute fonction de A est obtenue par P'application répétée un
nombre fini de fois des trois régles rappelées par les trois fonctions considérées
ci-dessus, la propriété est vraie par toute fonction de A =

Nous en déduisons directement :

Propriété S : Soient f, ... f, les fonctions terminales d’une fonction o,
alors celles de @ f S* sont f, fS?, ..., f,fS?
d’ou la régle de calcul, symétrique de la précédente :

Régle de calcul : Pour effectuer le produit @ fS?, f est distribuée comme
facteur-droite de toutes les fonctions terminales de .

Antérieurement nous utilisions indifféremment les expressions facteur-
droite ou terminale. A rapprocher de J. Arsac [1].

Comme la régle précédente, elle permet la factorisation a droite par. f si
f est en facteur-droite (ou terminale) de toutes les fonctions terminales de ©.

Pour obtenir une propriété analogue & la propriété 3 du § précédent,
nous sommes conduits & accomplir un pas de plus et a englober I’approche de
Bohm et Jacopini [2] dans 1’algebre des fonctions, d’'une maniere trés simple,
qui conduit en outre a une généralisation naturelle.

3.3 Factorisation par adjonction de variables
Définitions : Soient hy, et hy les fonctions définies par :

) hy = noVS°n,S3, hp = noFS°n,S3
et p* le prédicat p* = n,VS° égal S*
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NOTE SUR L’ALGEBRE DES FONCTIONS 35

REMARQUE : D’autres définitions sont équivalentes soit en changeant
P'ordre de 7, et des fonctions de choix des objets V et Fsoit en utilisant I’'une ou
P'autre des fonctions cons ou edif.

Propriétés : Des définitions découlent directement,

hym,S? = hen,S* =, hyp*S* = VS°,  hpp*S? = FS°
Propriété 6 : Soient f, ... f, les fonctions terminales d’une fonction dénotée

par ©(f,, ..., f,,) et privilégions l'une des fonctions terminales, par exemple f,,
alors :

(6) ¢ = '(p* — n, ;8% n,)s?
0l @ = Qfys s SISEES 2hrsr o S

@' sera dénotée ¢’(hy, h) puisque ses fonctions terminales sont Ay, et hj.

Démonstration : appliquons la régle de calcul exprimant la propriété 5 au
produit de fonctions a droite de (6).

Le résultat est la fonction obtenue en substituant a toutes les occurrences
de A, dans @’ le produit :
hy(p* — ‘ﬂilflsf, m,)s?

lequel, par les propriétés (5) de fonction introduite au début, est équivalent
a f}, et a toutes les occurrences de hy le produit hp(p* — =, f,5%,n,)S? lequel
est équivalent pour les mémes raisons a .

Finalement nous obtenons @(f, ..., f,), ce qui s’exprime en bref par :
@'(p* - m, £,5%, 1))S* = olhy, f,heS?, ., LheSTNP* > 7 £15%, 1,)S?
= Q(f1 s Su)-
EXEMPLES :
(P~ 119:5% £,0:5%) = (p ~ f[iyS?, 1,9,5%h:S?)p* > m,9,8% n,)S?
(p = filpy = 91, 92)5% 1)
= (p = fi(py = hy, 9:hpS?), [5heS*)p* = m,9,5%, w,)S?
Geénéralisation : au lieu des atomes V et F participant & la définition des
fonctions h,, et hy, nous pouvons prendre les nombres O et 1, alors p* se réduit
an, NUL S§2, NUL étant défini sur 'ensemble N des entiers. Ceci conduit a la
généralisation :
Définitions : i € N, h¥ = 1yiS°n,S?, pf = m,iS° EGAL §°
Propriétés :
0 . s e
VijeN, hinS?=m, hpprst=d 'S SLi=]
FS® si i#j
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Elles résultent directement des définitions.

Propriété 7 : Soient f, ... f, les fonctions terminales d'une fonction repré-
sentée par @, alors :

(1) @ =@, ... k¥ Nps — m.f1S% (P} - m,/,S%
(s (X » m foo 8%, 7 £,57) )
ou Q' = Q(fy, .. £)SIE . Sl
La démonstration est analogue a celle de la propriété 6 précédente.

REMARQUE : la fonction conditionnelle du membre de droite de (7) exprime
la sémantique d’une « instruction (de) choix » que proposent sous des formes
voisines divers langages de programmation.

4. FONCTIONS RECURSIONS

4.1. Fonctions récursions simples

Définition : 1. Soit désignée par @(y) une fonction de 4 dans laquelle nous

privilégions une fonction ¥, arbitraire dans #, y possédant au moins une occur-
rence ; () est une fonctionnelle de .

2. Soit rec un nouvel opérateur de A par définition :
(1) xo(x) rec € £

Nous appellerons fonction récursion simple toute fonction construite de
cette maniére, @(y) est le corps de cette fonction.

Interprétation : procédant comme § 2.2 nous considérons xo(x)rec S?,
alors I’exécutant a pour consigne :
[xJe(x) si [[x]e(x)]v nedépend pasdex

[x]xo(x) rec = X100k e » §i [[xJ0(0]v dépend de x.

Cette interprétation est exprimée par ’axiome suivant :
rp. p p

Axiome A, : xo(x) rec = @(y)S*

xe(x)rec
Extension de I'algébre des fonctions : rec est introduit dans S et te¢ dans S et :

fe¢ : Fx F>F , fee(f,o(f)) = fo(f)rec

Il nous est apparu plus commode et plus proche de I'informatique de for-
mer d’une maniére légérement différente une fonction récursion en introdui-
sant le concept d’étiquette (quitte & montrer ensuite comment elle peut étre
éliminée).
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Définition : 1. Une étiquette est représentée par le symbole I (ou évoquée
par I) éventuellement indicé par un entier.

La portée d’une étiquette est définie par une paire de parentheses (ou éven-
tuellement des crochets si dans 'exposé une confusion était a craindre).

2. Soit f € 4, I( f) est la fonction f étiquetée par I (a noter que / n’est pas
le nom donné & f ni celui de 'objet (f)),/f est le corps de la fonction étiquetée.

REMARQUE : Si nous adoptons la représentation (p — f, f')pourp ffcond
nous conviendrons d’abréger I((p — f, f'))enI(p — f, f').

Définition : La fonction récursion définie par (1) est représentée par :
(2) I(o(x)S¥) ou I(e(I)) siaucune confusion n’est a craindre.

L’axiome A, , est alors énoncé :
14

Axiome A, :
(3) Io(I)) = (P(X)S)IL@(I))

REMARQUE : Dans la représentation I(¢(/)), dans le corps ¢(y) I'étiquette
joue le role d’une fonction, ceci est justifié par I’extension des régles de calcul
dans £ (voir § 4.3 et §5.2).

Fonctions de Kleene du corps ¢(y) d’une fonction récursion :

La démonstration du théoréme de récursion de Kleene [4] et 'interpré-
tation donnée plus haut d’une fonction récursion suggérent la récurrence des
fonctions suivantes :

) R =o(f,), k' =0, ..k =or ")
De f, < h° nous déduisons ¢(f,) < @(h°) donc h® < h' et de proche en
proche :
(5) A HE LEG Lt L
Nous appellerons fonctions de Kleene les fonctions ainsi définies.

Nous remarquons que linterprétation donnée de xo(y)rec, donc de
Ko(I)), est équivalente a :

les étapes de Uinterprétation de I(o(I)) sont décrites par la suite ordonnées
des fonctions de Kleene de @(y).

Cette suite sera représentée par { A* } et sa limite par lim { 4’ },lorsque I'on
1
fait croire indéfiniment i.

Nous simplifierons I’exposé en postulant la continuité de ¢(y),c’est-a-dire
Péquivalence :

o(lim { h'}) = lim { o(K) }
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Il en résulte directement (*) :

Propriété 1 :

lim { i' } est un point fixe de @(y), c’est-a-dire solutionde y = ¢(x).
L’axiome A,, s’énonce de son cOté : x@(x) rec est un point fixe de ¢(x).

Supposons qu’il existe une fonction f satisfaisant f = @(f).

Considérant la récurrence :

ff=0(f),  fr=o(f°) ... ff=0o(f)

de f, < f nous déduisons A’ < f7, par ailleurs de f = ¢(f) nous déduisons
fi= f dou:

Propriété 2 : la suite { h'} est bornée supérieurement par tout point fixe
de ©(f) et finalement :

Propriété 3 : I(o(I)) est le plus petit point fixe de ¢(X) et I{@(I)) = lim {h' }.

REMARQUE : 1. Définissons la longueur d’une fonction comme le nombre
des symboles qu’elle contient, il est immédiat que long (h'"!) < long (k')
donc en général long (lim { 4’ }) est non bornée. C’est le cas, sauf exceptions,
des fonctions-boucles étudiées plus loin (§5).

2. @(y) peut posséder d’autres points fixes, entre eux n’existe pas forcément
la relation <.

Propriété 4 :
I(fo(I)S?) = fI(fIS?)S*  ou  xfo(x)S*rec = fxo(fxS*)rec.
Démonstration : Soit f, le plus petit point fixe de f@(y)S? et f, celui de
o(fxS?).
S = I(f(P(I)SZ) et fi = f(P(fl)Sz
f2 = Ho(f15?%)) et f2 = o(f£,5?)
d’ou fI(@(fIS?))S? = f£,5* = f(p(ffZSZ)S2 f1 et f, étant des plus petits
points fixes nous en déduisons f, = ff,S*
4.2. Fonctions récursions générales

Supposons accomplie la traduction de I’énoncé d’un probléme dans
pp p
I’énoncé suivant :

Construire une fonction f telle que f = ¢(f), ®(f) étant ainsi construite

(1) Nous nous limitons aux propriétés nécessaires pour la suite, le lecteur pourra a titre
d’exemple, établir & I’aide de A4 le résultat de Cadiou [3] : « toute interprétation d’une fonction
récursion, différente de celle donnée dans I’exposé conduit a une restriction du plus petit point
fixe de @(y) ».
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a partir de Pénoncé du probléme. La solution appréhendée par I'informatique
est donc :

f = 1e(f)S))
Ceci conduit a une généralisation naturelle :

Construire une fonction f, satisfaisant f, = @,(f,, ..., f,) lorsque f,, ..., f,
satisfont :

fi= (Pi(fp ey f,,), i=2,..,n

Limitons cet exposé au cas n = 2.

Les roles de f et f, sont symétriques, mais il est primordial que la fonction
soumise a I’exécutant respecte le réle de I'une par rapport a 'autre. Si c’est f,
qui résoud le probléme, alors f, = @,(f;, f;) conduit & f, = L(9,(f1, 1))
et le probléme devient :

Construire f; telle que

fi = 0,(/1s Loy /15 1))

La démarche précédente fournit la solution :

(1) fi = Loy, Loy, 1,))))
et symétriquement :

() 12 = Loy (L}, 1)), 1))
ou :

f1 = %191(X15 X292(X15 X2) rec) rec
f2 = %292(X:191(X1> X2) TEC, X;) TEC
La généralisation au cas n > 2 ne présente pas de difficultés.

L’interprétation de 1,(¢,(Z,, I,(¢,(Z,, I;)))) selon les fonctions de Kleene
est immédiate :

(3) 1_1(1).,::‘ (pl(fw’ (pZ(fw’ fco)) Oﬁ {LI;_E (pZ(fwa fa))
hll = (pl(hi- l’ (Pz(hi_ 1’ hE_ 1)) hxz = (pz(hi— 1, hé_ 1)

Nous déduisons que :
fi = lim { h }
etsif, =lim{h}}:
(4) hH=Eoef, L) fo=0,(/1. 1)
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Le couple { f,, f, > est le plus petit point fixe du couple de fonctionnelles
<o, (%y1s X2) D2(X15 %2) D, la démarche étant analogue a celle de la récursion
simple, sous ’hypothése de continuité (*).

Il est clair que le cas (2) conduit au méme résultat.

Propriété 5 :
xP(x) rec = ¥, X,0(Xy» X2)recrec  ou  Io(I)) = I (L (e(I,, 1,)))

Le corps de I(p()) étant @(y), formons deux sous-ensembles des occur-
rences de y et désignons par y,; la fonction présente dans les occurrences du
premier sous-ensemble et par y, celles du second sous-ensemble : ceci conduit
a la fonction du membre de droite ci-dessus.

Soit f, le plus petit point fixe de @(x,, X,) considéré comme fonctionnelle
de y,, d’ou :

f2(x1) = Lo, 1)) et £() = oxys £2(24))
Li(L(e(Iy, 1,)) = I, (f,(1}))

Soit f’ le plus petit point fixe de f,(y,) :
[ = LiLel,, 1,)) et f = L0

puis f5(f") = o(f", fo(f")) dou f" = ¢(f', f') d’ou I'on conclut que f
est le plus petit point fixe de @(y, ) c’est-a-dire celui de @(y). =

4.3. Régles de calcul dans 4 :

Propriété 6 : SiVxe A, 0,(x) <X ¢,(x) alors I(o,(I

)
SiVxe &, ¢,(x) = ¢,(x) alors Io(I) = Io,(I))
La preuve est immédiate, si ¢,(x) =< @,(x) alors ¢,(f,) < 9,(f,) d’ou
h$ < K, et de proche en proche h} < k) d’ou lim {h} < hfn {n}.

Nous en déduisons la régle de calcul :

Si par le calcul défini jusqu’alors dans A on établit que ¢, (/) < @,(/) en
considérant I comme une fonction, on obtient la méme relation entre les
fonctions-récursions correspondantes (méme chose pour I’équivalence).

Elle s’étend aux fonctions-récursions générales.

(1) Soit désignée par k la fonction f, fymS3, f, = hn,S?, f, = hn,S? alors le systéme (4)
devient : h = @, (hn,S?, hn,S?)p,(hn,S?, hn,S?)n,S? de la forme h = @(h) d’ou la possibilité
de ramener au cas d’une récursion simple.
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5. FONCTIONS-BOUCLES

5.1. Fonction-boucle primitive
Définition : I(p — fIS?, n,) est une fonction-boucle primitive.

Propriété 1 : I(p —» fIS?, ') = I(p — fIS?, ny)f'S?

Cette propriété raméne a une fonction-boucle primitive (en facteur-
gauche) toute fonction-boucle de corps @(x) = (p —» fxS?, f'), nous dirons
qu'une telle fonction est une fonction-boucle simple.

Nous ne donnerons pas une démonstration de cette propriété car nous
démontrerons plus loin une propriété générale dont elle est un cas particulier
(propriété 4, § 5.2).

Propriété 2 : I(p — fIS*, my) = (p - I(f(p = I, 7y)S?), my)

Démonstration : Par axiome A, :

Kp — fI8*,my) = (p = fI(p — fIS? no)Sza o)
et par la propriété 4 § 4 le second membre devient :
(p = If(p = I, m,)S?), mo)
ce qui achéve la démonstration.

REMARQUE : I(p — fIS?, m,) exprime la sémantique de I'instruction :
tantque p(a) fairea := f(a)
a étant une évocation du nom donné a I’objet soumis a la fonction. De méme
I(f(p — I, m,)S?) exprime la sémantique de I'instruction :
repeter a .= f(a) jusqua 1 p(a)
Nous conviendrons de I'abréviation 71 p pour p ij2 ou f, a ét¢ définie dans
I’axiome A,.
Propriété 3 : Les fonctions de Kleene de (p — fxS?, n,) sont données par :
VieN, hi=i.(p— f,n,)p = f, 7)S?
Soit ielN, i . f dénote 'itérée i fois de f, i. f est donc une abréviation de
[ f S§*..8% mieuxdem, f .. f§?..8%, dou 0. f = =,

\_V——/ \__V—_J Vv V
i fois i — 1 fois ifois i fois

Démonstration : Pour i = 0 la propriété est manifestement vraie,
Pouri=1:
B =(p— flp—= fom)S%m) = (p— f, TP = for ®)S?  (axiome A,)
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Supposons la propriété vraie pour i — 1 nous avons :
hi. =(p— fi=1.(p~ f.m)p = for 1)S?S%, 15)
h=(p-fini—=1.(p- f, no)Sz(P = fo no)Sz

par I'application répétée i fois de I’axiome A 5 ; donc la propriété est vraie pour
tout i

Conséquence, par propriété 1 :
les fonctions de Kleene 4’ de (p — fxS?, f') sont :

W =i.(p— fim)p — fi )S?f'S?

5.2. Fonction-boucle générale (simple)

Définition 1 : ¢(y) est le corps d’une fonction-boucle générale si toutes les
occurrences de y sont terminales dans ¢(y).

Nous dénoterons par @(y, f;, .-, f,) le corps d’une fonction-boucle géné-
rale dans laquelle, outre y, f; ... f, sont ses fonctions terminales, aucune de
ces derniéres fonctions ne contenant .

Propriété 4 : ¢(y) étant le corps d’une fonction-boucle générale :
(1) o)) fS* = K@, fis s [)SFipsr o Sfrps2)
Démonstration : soient h} les fonctions de Kleene du corps de la fonction du
membre de gauche de (1) et 4} celles du corps de la fonction du membre de
droite.
h = 0(fos S50 Sr)
hg = (P(fu)’ fl sz’ Ty fnfsl)
f. est terminale dans les deux fonctions ci-dessus, or f, = f, fS* d’on
par la propriété 4 § 3.2, h3 = @(f,, f1» - f,)fS? = hOfS2
Supposons que A} £ S* = hj pour tout entier, alors :
h§+lfS2 = (P(h;9 fla LS ] .fn)fS2
= o(h fS%, f1fS% ..., [,fS?) (propriété 4 §3.2)
= @y, £, S% o [ufS?)  (hypothese)
= hy*! _ (définition de hL+!)
Finalement tout i, ki £S? = h} d’ou la conclusion par propriété 3, § 4.
Régle de calcul : La propriété 4 permet d’énoncer une régle de calcul
dans 4 incluant les fonctions-boucles générales :
— Soit une fonction-boucle générale I(p(I)), le produit I@(I))fS? est
effectué par application de la régle établie § 3. 2complétée par larégle : I fS* = L.
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Inversement, elle permet la factorisation par f dans les mémes conditions
que la régle du § 3.2 sans tenir compte des étiquettes I si et seulement si toutes
les occurrences de ’étiquette 7 sont terminales.

La régle ci-dessus justifie que nous traitions l’étiquette I comme une fonction
dans le corps d’une fonction-boucle.

Lemme 1 : route fonction conditionnelle peut étre mise sous la forme équi-
valente :

(2) (9, = f1s(@2 = foo (s @0 = S £1) )

ou les fonctions f,, ..., f,, f, ne sont pas des fonctions conditionnelles.

Démonstrations :. Nous raisonnerons par récurrence sur le nombre »n de
fonctions prédicats contenues dans (1).

Pour n = 1 la propriété est évidente.

Pour n = 2 seul le cas suivant (p, — (p, = f1, f3), f3) n’est pas de la
forme (1) or par les axiomes de £ il est immédiat que :

(py = (P2 = f15 o), [3) = ((pi = Pas FS®) = f1, (py = f2, [3))
le lemme est donc satisfait avec ¢; = (p, — p,, FS°), 9, = p,.
Supposons la propriété vraie pour n € N, on peut I’écrire :
9, = (9, = f1, (92> fo (s (qj - f ‘l’,) )

ou \I’j (qj+1 - fj+1’ (qj+'2 =y (@0 S ) )
Pour,a partir de la construire une fonction conditionnelle quelconque, il
suffit :

a) de choisir j arbitrairement entre 1 et n et de substituer a la fonction f;
une fonction conditionnelle telle que (p — g, g'), g et g’ n’étant pas condition-
nelles, puisque (g, > (p — ¢, 9'), ¥;) = ((g; — p, FS°) = g, (q; = ¢, ¥))).

Ceci établit que la fonction @, , ainsi obtenue prend la forme (1).

b) de remplacer dans ¢, V; soit par h\s;S? soit par \;hS? et enfin de rem-
placer h par une fonction conditionnelle comme dans le cas précédent ; nous
sommes alors ramenés au cas a) comme il est aisé de le vérifier.

Finalement quelle que soit la maniére dont @, , est obtenue & partir de la
forme (1) d’une fonction conditionnelle ¢,, la fonction obtenue peut étre mise
sous la forme (1).

Lemme 2 : Dans l'ensemble F, = { f,, .., f,} des fonctions terminales

n =

d’une fonction @, considérons un sous-ensemble strict arbitraire ¥, dont F, est
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I’ensemble complémentaire par rapport a F,, alors toute fonction conditionnelle
ayant , comme ensemble de fonctions terminales est équivalente a :

) (g -6, 8)

0, ayant &, comme ensemble de fonctions terminales, et 0, 5.

Démonstration : car n = 1, par I'axiome A, toute fonction (p — f, f’)
répond a 3)avec ) = { f }ou&F; = { f'}.

Car n = 2, supposons appliqué le lemme 1 alors :
4) ¢, =(q, > f1,(q2 > [ [3))
elle répond a (3) pour ), = { f; { et par I'axiome A, pour ), = { f5, f5 }.
Or par calcul dans A, (4) conduit a :
¢, = (Mg, > 9, FS°) > fr,(q, — [y, 3))
qui répond a (3) pour 5, = { f, } et par 'axiome A, pour ¥, = { f}, [ }.
Enfin la considération de :
@, = ((Mgy = 195, FS°) > f5, (g, = f1, 12))
conduit a achever I’inventaire des cas possibles.
Le lemme est donc vérifié pourn = 1 etn = 2.
Supposons-le vrai pour n quelconque :

(5) 9,=(9~-9,86)
Par le lemme 1 toute fonction ¢, , prend la forme :
(6) Q1 =~ f.0) a=p NHi=f e,=V

F, étant I’ensemble des fonctions terminales de ¢,, deux cas se présentent :
a) F,.o={f}v F, de(5) et (6) nous déduisons
01 = (P> V8% q)~> (P~ £.9,),6,)
le lemme est donc vérifié¢ avec 0,,, = (p — f,8,).
b) F.., = &, nous déduisons de (5) et (6)
@1 = (P> g, FS°) =0, (p — £,6,))
et le lemme est vérifié.
Le lemme est donc vrai pour toute fonction conditionnelle.

Propriété 5 : Toute fonction-boucle générale est équivalente d une fonction-
boucle simple.

Démonstration : il s’agit de démontrer que toute fonction-boucle générale
est équivalente & une fonction I(p — fIS?, f') ou p, f, f' ne contiennent
pas I.
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Soit ¢(y) le corps de la fonction-boucle proposée, on ne restreindra pas la
démonstration si 7 est terminale dans un ensemble fini de fonctions terminales
9.1x5% -, g:xS?, le corps de la fonction-boucle est donc représenté par :

(7) O(g,xS%, s GXS> fis oo 1)

f1s - [, étant les autres fonctions terminales de o.
Le lemme 2 permet d’écrire :

¢=(q-6,86)
6, ne contenant comme fonctions terminales que les fonctions g, xS?, ..., g,xS>.

La regle de calcul du § 3.2 permet de mettre X en facteur-droite dans 6,
d’ou 8, = fxS? f ne contenant comme fonctions terminales que les fonc-
tions g,, ..., g,

Ceci achéve la démonstration.

REMARQUES : 1) la démonstration montre que la fonction prédicat p dans
I(p — fIS?, f')est une fonction conditionnelle formée a partir de @ de maniére
telle qu’il est le plus souvent impossible de ’exprimer par une instruction
autorisée par un langage de programmation.

A titre d’exemple soit la fonction :
o(x) = (p, = f£1x5% (P2 = f2x5% 13))

I(¢(I)) s’exprime par une boucle étiquetée, deux instructions conditionnelles
et deux « GOTO ». La propriété S appliquée a ce cas donne :

o(x) = ((p, = VS° py) = (P, = f1, [2)1S% f3)

Soit maintenant 'exemple :

o(x) = (py = q(p, = /11S% )S2, f3)
On aboutit a :
o(x) = ((py = 9p,S%, FS°) = fi4S%, (py = 9/25% f3))
non traduisible directement par une instruction tantque - faire.

2) Nous observons au contraire que la factorisation par adjonction de
variables (§3.3) ne modifie pas la structure du corps ¢(%) du moins radicalement
comme dans le cas précédent, ceci justifie I'intérét de [2] et de la généralisation
qui en résulte.

La voie pour ramener une fonction-boucle générale a une fonction boucle
simple, donc & une fonction-boucle primitive (laquelle s’exprime dans un lan-
gage de programmation sans étiquettes et sans goto) n’est donc pas unique.

L’application de la propriété 6, §3.3 au corps (7) d’une fonction-boucle
générale donne en effet :

®) (9, %S% s GXS% 1 s ) = ©'(p* > 71 S?, 1,)S?
n° décembre 1975, R-3.
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ou @’ = ¢(g,hyS?, ..., gyS?, f1heS?, ..., [,heS?)

Les propriétés établies par Bohm et Jacopini s’obtiennent aisément.

Par (8) et la propriété 6, § 4 :
©) Ko(1)) = I(e'(p* - m,IS?, 7,)S?)
Or h,n,S* = n,, le second membre de (9) devient donc :

hy Ty (@' (p* - ,IS?, m,)S%)$%S?
d’ou par la propriété 4, §4 :
hyI(n,¢'S*(p* — I, ©,)S?)S?

Or (propriété 2 § 5.1) :

hyI(p* — 7,0’ S%IS?, 1,)S? = hy(p* — I(n,@'S?(p* - I, 1y)S?), my)S?,
= hyl(n,0'S*(p* — I, 1,)S?)S?, (hy p*S* = VS°)

finalement en revenant a (9) :
(10) I(o(I)) = hyI(p* > m,9'S*IS?, 1,)S* 1, S?

La structure de ¢’ respecte celle de @ et si celle-ci est construite pour étre tradui-
sible en instructions d’un langage de programmation ou si elle exprime la
sémantique de ces instructions (selon la démarche choisie) la fonction-boucle
primitive contenue dans (10) jouit elle aussi de ces propriétés.

3) Ce qui précéde n’épuise évidemment pas les propriétés des fonctions-
boucles étudiées, ainsi il peut étre montré que toute fonction-boucle est équi-
valente 4 une fonction formée avec des fonctions-boucles primitives (exprimées
par des instructions tantque - faire).

L’exemple suivant donne la démarche.
Soit la fonction

x(p = fAS% o(x)) rec
Par la propriété 5, § 4 :
x(p = fxS?, o(x)) rec = %, %2 = f125?, @(X,)) rec rec

Or pour toute fonction ¢(x,) par propriété 1,85.1 :

X2 = fx25% 0(x1)) rec = %,(p — f1, 5%, 7o) rec @(x,)S?

De 1a, nous déduisons donc :

I

Propriété 6 : I(p — f15%,¢(I1) = I,(L(p — f1,5% 1,)0(1,)S?)
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Par la propriété 4, § 4 enfin nous obtenons :

Propriéte 7 :

Ip > fIS*, o)) = L(p > fLS?, mo)i(@(Uy(p > f1,8% mo)I,S%))S?

Il est immédiat si x est terminale dans ¢(y), (1) est alors une fonction-

boucle générale, que la propriété conduit au produit de deux fonctions-boucles
primitives dont ’une contient une fonction-boucle primitive.

A nouveau les propriétés 6 et 7 indiquent que le calcul dans 4 est étendu
en considérant les étiquettes comme des fonctions dans le corps d’une fonction-
boucle.

EXeMPLE : @(x) = (p, — f,xS? m,) la propriété 7 donne I’équivalence :
Ip— fIS% (p, ~ filS p))
= L(p = LS’ ti(py = fil(p = f1,5% m,)S 1,52, m,)S?
elle exprime la sémantique de 1’équivalence (dont elle est la preuve) :

I : si p(a) alors a := f(a); allera [ sinon si p,(a) faire début a := f,(a);
allera / fin = tantque p(a) faire a := f(a); tantque p,(a) faire debut

a := f,(a); tantque p(a) faire a := f(a);
fin

5.3. " Seconde généralisation

Définition 2: Nous appellerons fonction-boucle générale une fonction f;

définie par le systeme : f, = @,(fi - fi)s o [, = ©(f15 - f) 0U toutes
les occurrences de f, ..., f, sont terminales dans les fonctions @,, ..., ®,.

Elle englobe la précédente § 5.2 si on prend ¢, = f,, ..., 0, = f,. Pour
illustrer cette définition et ne pas alourdir cette note, prenons le cas n = 2.
Alors :

(1) fi = Lo, Le,(1,, 1))
toutes les occurrences de I,, I, étant terminales. (1) exprime la relation :
2) J1= %19:1(X0 X292(X5 X,) rec) rec
%> X, étant terminales dans @, par le lemme 2, § 5.2 et la régle de calcul du§3.2 :
(3) 21> X2 | = (¢ = fx25% 0,)

X, n’ayant aucune occurrence dans 0.

Dans 0, toutes les occurrences de x, sont terminales par hypothése donc
de la méme maniere :

(4) 0,=(q, f1X1S2, f)

¥, n’ayant aucune occurrence dans f.
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II résulte :

X202(%1> X2) reC = %209 = fx2S% (g, = fix:5% f)) rec
X2(g = fx2S%, mo) rec (¢, — fix, 5%, f)S?

En remontant a (2) :

Si = 0101 (s x2(9 = fx2S% mo) rec (¢, — f1%,5%, f)S?) rec
d’ou
() fi = Lo, (g — fIL,S?, mo)a, ~ f,1,5% f)S?)
qui répond a la définition du § 5.2 le corps de la fonction-boucle générale
contenant au moins une occurrence d’une fonction-boucle primitive.

Nous laissons le soin au lecteur de vérifier que cette propriété est générale.
Il est clair que ce § n’épuise pas le sujet, il illustre ’emploi de 1’algébre des
fonctions.

6. PROBLEMES D’EQUIVALENCE

Nous terminerons cette note par deux propriétés ayant un certain intérét
pratique.

Propriété 1 : Soient hi et hi les fonctions de Kleene de @,(x) et ,(x) res-
pectivement, I(¢ (1)) < I(@,(1)) si et seulement si h} < h} pour tout i (méme
chose pour l'équivalence).

La preuve est immédiate d’apreés § 4.

EXEMPLE : @,(x) = (p = f18%15%, mo),  @5(x) = (p = f15% ),

Pour ¢, d’aprés propriété 3, § 5.1. A} est connue.

11 est clair que Ay = Aj.

Supposons que A} = hj

Rt = (p > fhiS?HS? mg) = (p — fHLS?HLS?, T,)

01; par q::llcul élémentaire dans #4 on vérifie (') que AihiS? = h dou
R = Ryt

(1) Plus généralement hihiS?= hi qui suggére la propriété:
2.1(p » fIS*, m,) = I(p - fIS?, my)
(idempotence de la fonction-boucle primitive). En effet le membre de gauche donne successivement :
2.1(.) = lim { b, } I(.)$? = lign { h5I(..)S? } = lim { K} lim { h} } S}
i ' i
= lnjn {hyhiS?} = li‘m {h}.

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



NOTE SUR L’ALGEBRE DES FONCTIONS 49

Propriété. 2 : Si ¢,(f,) = 90,(f,)S? et Vie N, ¢,(gh,S?) = ghi**S?, alors
I(9,(D) = gle,(D)S*.

Cette propriété permet I’étude des relations entre récursion et itération [10]
et plus généralement dans tous les cas ou le calcul des fonctions de Kleene

de @,(x) est possible (ce qui se présente généralement pour les fonctions-
boucles).

7. NOTE FINALE

L’introduction des noms désignant des objets de B UL, et des noms
désignant des fonctions ne présente pas de difficultés et achéve de constituer
I’algébre des fonctions en outil informatique ; nous renvoyons a [10] malgré
les imperfections de ce texte.

Le lien direct entre notre propos et I'informatique est établi par le concept
d’exécutant, voir une premiére remarque a ce propos §1.2. Si un exécutant
unique, ou tel exécutant, est rendu actif par un microprogramme (par exemple)
il est clair que notre approche s’applique a ce niveau. Le lien avec les langages
de programmation est moins direct (sauf vers un langage d’assemblage pour
les raisons évoquées ci-dessus), il nous parait possible de I’établir dans tous
les cas sans difficultés de principe.

Je suis reconnaissant & Maurice Nivat des critiques qu’il a faites au premier
manuscrit soumis a la RIRO, la présente note a bénéficié des discussions
que nous avons eues.
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