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SUR L’'IMAGE,
PAR UNE TRANSDUCTION RATIONNELLE,
DES MOTS SUR UNE LETTRE

par J. L. DURrIEUX ()

Communiqué par J. BERSTEL

Résumé. — On étudie la structure de I'image T(x") d'un mot sur une lettre par une transduction
rationnelle T. Cette étude permet de montrer qu’aucun langage algébrique non-rationnel borné
dans a*b* n’appartient au céne rationnel engendré par les langages sous-cycliques. On montre
également que le langage symétrique S, générateur des langages linéaires, n’appartient pas au céne
rationnel engendré par les langages bornés.

INTRODUCTION

L’un des domaines de recherche les plus actifs de I'Informatique Théorique
est I’étude et la comparaison des diverses familles de langages fermées par
transductions rationnelles, ou cones rationnels. Les travaux menés dans ce
domaine rejoignent ceux concernant les « AFLs » dans un méme effort
d’unification des nombreux résultats de la théorie des Langages et des Auto-
mates. Les propriétés des transductions rationnelles, dont la premiere carac-
térisation est due a M. Nivat [8], sont essentielles a ce point de vue.

Notre résultat principal est une propriété de commutation de 'image 7'(x")
d’un mot sur une lettre x" par une transduction rationnelle 7. Il rend possible
I’étude du cone rationnel engendré par les langages sous-cycliques sans
formuler aucune hypothése supplémentaire sur ces langages.

Il est montré que le cdne rationnel engendré par les langages sous-cycliques
et la famille des langages algébriques non-rationnels bornés dans a*b* sont
disjoints. Ce résultat est quelque peu surprenant, eu égard a la « quantité

(1) U.E.R. d’Informatique, Université Paul Sabatier, Toulouse.
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26 J. L. DURIEUX

d’information » que peuvent détenir les langages sous-cycliques et que mettent
en évidence S. Ginsburg et J. Goldstine [5] et R. V. Book [3] :

11 existe des langages sur une lettre tels que le plus petit cOne rationnel
fermé par union, intersection, produit et étoile les contenant contienne tous
les langages récursivement énumérables.

La propriété de I'image T(x") que nous mettons en évidence permet égale-
ment de montrer que le langage symétrique S (ensemble des palindromes)
n’appartient pas au cOne rationnel engendré par les langages bornés
quelconques. Ce résultat étend celui de S. Greibach [7] d’aprés lequel S
n’appartient pas au cone rationnel des bornés algébriques. Il compléte égale-
ment celui de J. Goldstine [6] d’aprés lequel les langages obtenus par substitu-
tion ou étoile de langages non-rationnels n’appartiennent pas au cone rationnel
des bornés quelconques.

1. PRELIMINAIRES

Soit X un alphabet fini, X* le monoide libre engendré par X et dont
I’élément neutre est noté 1. Pour tout partie P de X*, P* est le sous-monoide
de X engendré par P. Si P = { u }, on écrit u* au lieude { u }*.

Un langage L sera dit sous-cyclique s’il existe un mot x tel que L & x*,
etil sera dit borné s’il existe un n-uplet de mots (a,, ..., a,)telsque L < a¥ ... ak.

Nous noterons |u| la longueur du mot , et si x, ... x, est ’expression de u
en lettres de X, % désignera le mot x,, ... x,.

Dans la suite de notre- propos sur les langages sous-cycliques et bornés,
nous considérerons x, oua, ... a, comme des lettres, cette restriction n’amenant
aucune perte de généralité pour nos résultats.

Les transductions rationnelles de X* dans Y* sont les correspondances
canoniquement associées aux parties rationnelles de X* x Y*. Si T est une
transduction rationnelle de X* dans Y* et w un mot de X*, nous désignerons
par T(w) I'image de w, ou ensemble des mots w' de Y* tels que (w, w')
appartienne 4 la partie rationnelle de X* x Y* définissant 7.

Enfin, nous appellerons cone rationnel toute famille de langages fermée par
transduction rationnelle. Le cOne rationnel engendré par une famille de
langages est I’ensemble des images des langages de cette famille par des
transductions rationnelles.

2. RESULTATS
Théoréme 1

Soient T une transduction rationnelle de X* vers Y*, x une lettre de X,
u et v deux mots de YY*.
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IMAGE DES MOTS SUR UNE LETTRE 27

Alors il existe deux entiers N et S (S # 0) ne dépendant que de T et des
longueurs [u| et |v| et vérifiant la propriété suivante :

Si auPBriy e T(x")etsip,q = N, alorsil existe i, j > O aveci + j = S tels
que :

1) au? Bovitiye T(x") et  ou?*'Pv? ye T(x")

2)si  i=0, alors j=S8 et auffu?iviy*y c T(x")

3)si j=0, alors i=S8 et ou u)yPvly = T(x")

La preuve de ce théoréme, qui est longue et assez technique, est donnée en
annexe.

Théoréme 2

Aucun langage algébrique non-rationnel borné dans a*b* n’appartient au
cOne rationnel engendré par les langages sous-cycliques.

Preuve : Soient L<, L#, L> les trois langages
L< ={ab"|n,meN ; n<m}
L# = {ab™|n,meN ; n#m}
L> = {ab"|n,meN ; n>m}

J. Berstel et L. Boasson ont montré que si L est un langage algébrique
non rationnel borné dans a*b*, il existe une transduction rationnelle T telle
que T(L)e { L<, L#, L> }'[1]. Pour établir le théoréme, il suffit donc de
montrer qu’aucun de ces trois langages n’appartient au cdne rationnel

engendré par les langages sous-cycliques. Nous allons procéder en montrant que
chacune des trois hypothéses contraires entraine une contradiction :

1) Supposons qu’il existe une transduction rationnelle T et un langage
sous-cyclique A & x* telsque L< = T(A).

Soient N et S les deux entiers associés & T par le théoréme 1 pour # = a
etv =b(lul = |p| =1).

Lemot ab"*! appartient a L <, doncil existe x” € A tel que a¥b¥* 1 e T(x").

Comme N + 1 > N = N, il existe deux entiers i et j de somme S tels que
a"“b"“"'e T(xn).

x" appartient 4 A, T(x") < T(A), donc a"*ipV*1-ie L<.

Mais (N + i) = (N +1 —j)=8 — letS — 1 > 0, ce qui contredit
a"tipNtiTieL< (N+i<N+1—)).

2) On montre de maniére analogue que L> n’appartient pas au cone
rationnel engendré par les langages sous-cycliques.

3) Supposons qu’il existe une transduction rationnelle T et un langage
sous-cyclique A = x* tels que L# = T(A).

n® aofit 1975, R-2.




28 J. L. DURIEUX

Soient N et S les deux entiers associés a T par le théoréme 1 pour ¥ = a,
v=>b(lul =p| =1)

a"bV*S e L+# puisque S # 0. Donc il existe x" € A tel que a"b"*S € T(x").

Mais alors il existe deux entiersiet jtelsquei + j = Seta® T BN +S~ie T(x")
donca®*ipN*Sie T(A) = L+#.

On a alors N+ i# N+ S —j d’aprés la définition de L# et
N+i=N+S—jdaprési +j=3S.

Q.E.D.

Pour aborder I’étude du cone rationnel des langages bornés quelconques,
nous allons faire quelques remarques supplémentaires. Elles nous permettront
d’appliquer le théoréme 1 a ce cas.

Appelons transducteur fini de X* dans Y* I'objet défini par un ensemble
fini Q d’état et un ensemble fini de quadrupletsde @ x XU {1} x Yu {1} x Q.

Chaque couple d’états (g, ¢’') du transducteur définit une transduction
rationnelle 7, ., dite associée au transducteur. Toute transduction rationnelle T’
pouvant étre ramenés a une transduction rationnelle associée a un transducteur
fini [8], on peut donc lui associer des transductions rationnelles 7,,. en nombre

fini, de sorte que :

si veT(u) et U =u ..u, alors  ve T, (u).. T, . ()

Theoréme 3

Le langage symétrique S = {wc W |we (a U b)* } n’appartient pas au
cone rationnel engendré par les langages bornés.

Preuve : Supposons qu’il existe un langage borné B et une transduction
rationnelle T tels que S = T(B)avec B < a} ...a¥ oua, ... a, sont des lettres
(si ay ... a, etaient des mots de plusieurs lettres, on pourrait se ramener a ce
cas grace 4 un homomorphisme inverse et une intersection avec un langage
rationnel).

On peut associer a T des transductions rationnelles 7,,, en nombre fini.
A chacune d’elles, le théoréme 1 fait correspondre pour chaque x; un couple
d’entiers (N, S), (u = a,v = b; |u| = |[v| = 1). Soit p un entier supérieur & chacun
des entiers N ainsi définis.

Le mot w = (a?b?)" ¢ (bPa?)* appartienta S = T(B). Il se factoriseen w, ... w,
avec wy € T, (af) ... w,€ T, _ . (a¥).

A chacun des préfixes 1, a?b?, ... (a b*)" de w, faisons correspondre le mot
de la suite w,;, wyw,, ..., w; ... w, le plus court dont il est préfixe.

L’un des mots de la suite w,, w,w,, ..., w, ... w, correspond au moins
a deux préfixes de la suite 1, a®b?, ..., (a®b®)".
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IMAGE DES MOTS SUR UNE LETTRE 29

Si w, ... w, est ce mot, w admet une factorisation :

’

w=www",  avec w = (afb?) (I >=1)
w"” = aPb?

w" = (aPbP)"'  (bPa’)

et w” € T, (a}) pour une certaine transduction T, . associée & T et un certain
entier k. p étant assez grand, le théoréme 1 s’applique et permet de construire
un mot v = a?~‘b?*(i + j = § # 0) appartenant aussi a T,,.(a ).

Substituant v a w” dans I’expression w = w'w”w’’, on obtient un mot
de T(B) qui n’est pas symétrique, ce qui contredit ’hypothése S = T(B).

Q.E.D.

3. PREUVE DU THEOREME 1

Dans la preuve du théoréme 1, nous supposerons que les alphabets X et Y
sont disjoints. Cette hypothése n’améne aucune restrictioncarlecas X N Y # 0
peut étre €liminé par réécriture de X ou de Y.

Nous emploierons la variante d’Eilenberg [4] de la caractérisation des
transductions rationnelles de Nivat [8] :

Théoréme 0

Si T est une transduction rationnelle de X* x Y*etsi X n Y = 0, alors
il existe un langage rationnel R inclus dans (X U Y)* et tel que :

T = { (p(h), ¥(h))) | he R } ou @ et | sont des projections de (X U Y)*
sur X* et Y* respectivement

Rappelons qu’un rationnel R définit une congruence droite d’index fini.
Nous emploierons le lemme de I’étoile sous la forme suivante, qui se démontre
de maniére analogue :

Lemme 1

Soit R un langage rationnel et r I'index de la congruence droite définie
par R. Si w, ... w,€ R, alors il existe deux entiers distincts i et j tels que
Wy Wi(Wipy o w)*wi, oW, € R

Nous conviendrons que pour i =0, w, ...w; =1, et pour j =r,

Wipqg - W, =1

Enfin nous utiliserons aussi le lemme suivant qui est une 1égére modification
d’un résultat classique :
Lemme 2

Soit R un langage rationnel et r I'index de la congruence droite définie
par R.

Siue X*etsiwu @')w,eR, alors wu'(u')*w, < R.

n°® aoit 1975, R-2.



30 J. L. DURIEUX

Preuve : Dans la suite des preéfixes { w,u* |k = 0, ..., r } il existe deux
préfixes w u', w u’ tels que :

wu' = waul O0<i<j<r) (principe des tiroirs)

= étant une congruence droite, il en résulte que :
wu' = wau'(w/"'Y  pour tout entier n
Or j — i divise r! Donc w,u' = w,u'v"' = wu'(’')" pour tout entier n.
Il en résulte que
wauln T iw, = wadtdu T iw, et waiu T iw, = waud e i,
pour tout entier n.

irl.r—i ] . .
Comme w,u'u"u""'w, = w,u"""w, € R et que = sature R, I'inclusion
1 ” .
w ' (4" )*w, = R est établie.

Q.E.D.

Avant de passer a la preuve proprement dite, nous donnerons un apergu
informel des principaux arguments qui y interviennent :

L’appartenance de au?Bv?y a T(x") entraine I’existence d’un mot # de R
de projections x" et au?Bv?y.

heR

R rationnel
° v def, ihiSsant
Une congruence
droite d index r

n aU’B v' Y
Figure 1
Ce mot h peut étre factorisé selon sa projection au?Bvly :

f
T

F

B g, f. h,b_{-_---____--_,
1

-
«—y
1]
» €—F
]
—]
)7

factorisation de h selon sa projection sur Y~
Figure 2
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Les facteurs obtenus sont ensuite regroupés r a r

regroupement  des facteurs gi et b
G1

— G2 Gp'  Resre
s [ ran %
\gs 9.9, 92 ,
\ ,
\ /
\ 7/
\ / H1 RESTE
\ ; A= — r-a/
Vi 7/
\\ i, /
\ /7 7 /
\ [
\ /7 /
\ s, /
— / / .
v ) - T [ o |
9 ] h h
Figure 3

ci-dessous :

L’application du lemme 1 permet alors d’opérer les transformations décrites

w816 ___________. T Y L He' ¢q
\ I fois / k fois
u—‘:u—au—-—-g‘ L e = e e e |
G G W N n H™
échange de facteurs itérants dans h

Figure 4

L’usage du lemme 2 permet de réduire a 1 le nombre de groupes de plus
de (r + r!) occurrences de x dans A.

Des arguments analogues a celui établissant le lemme 2 permettent enfin
d’établir le théoré¢me 1.

suffit d’ailleurs pour montrer que le langage symétrique n’appartient pas au
cOne rationnel engendré par les bornés.

Nous allons tout d’abord établir le résultat intermédiaire suivant qui
n® aoiit 1975, R-2.




32 J. L. DURIEUX

Proposition 1

Soient T une transduction rationnellede X* - Y* ou X n Y = (), x une lettre
de X, uetvdeux motsde YY*. Ilexiste deux entiersrets (s = r3(r + r1)* |u| - |v|)
tels que :

Si auPPBviy € T(x") et si p et g sont supérieurs & r + s (n, p, q entiers), alors
I’'une au moins des deux éventualités suivantes est vérifiée :
1) 1l existe deux entiers non-nuls 7 et J tels que
oau? "Bt lye T(x") et  ouP™Bv? 'y e T(x")
(alors I et J sont inférieurs a rs |u| [v] (<)).
2) T(x")est un langage rationnel infini contenant au moins I’'un des deux
ensembles

A U e A A Ul b

Preuve

Soit au?Pv?y € T(x"), alors il existe un mot 4 du langage rationnel R défini
par le théoréme 0 tel que :

T ooh) =x" , Y(h) = au"Pviy
ou ¢ est la projection de (X U Y)* sur X*, V celle de (X U Y )* sur Y*. Soit r
I'index de la congruence droite définie par R.

Remarquons tout d’abord qu’on peut supposer qu’il existe au plus un
facteur composé d’au moins (r + r!) occurrences consécutives de x dans A.

En effet, s’il existe au moins deux tels facteurs, on peut poser :

r+r! r+r!
Wy X Wi

h=wx
Or, d’aprés le lemme 2, on a :
wyx"(x" Prw, x"(x" Y*w, < R
Donc le mot A’ = w,x"*2"'w,x"w, appartient 4 R, et ¢(h') = @(h) = x",
V(') = Y(h) = au”Poiy.
Il est clair qu’on peut répéter ce procédé autant de fois qu’il est nécessaire
pour regrouper tous les x excédentaires de x"*"' en un seul facteur.

L’égalité (k) = au?Puv?y entraine I'existence d’une factorisation de A en :
h=f9.. gpfzh1 hgfs,,
avec

( (pour i =1, ... p)

V(g;) = u
VY(h) =0 (pourj=1,..9q)

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



IMAGE DES MOTS SUR UNE LETTRE 33

Posons :
G, =9,-9,;
G2 = gr+l ng
...................... p = p/r + pll;pll < r

....................... g=qr+q" ; g <r
H

S N

On obtient ainsi une nouvelle expression de 4 :
h=fiGy...Gpgprsy - GpH, ... Hph by fs

q'"*q'r+1

D’aprés le lemme 1, chaque facteur G; se factorise lui-méme en
G; = G{G/G}", et chaque facteur H; et H;H;H}" d’une maniére telle que :

L’expression réguliére obtenue en substituant G{(G{)*G;" a4 G;(i = 1, ... p")
et Hj(H{)*H;" a Hi(j = 1, ... ¢') dans A est celle d’un langage inclus dans R.

La remarque que nous avons faite au sujet des facteurs de (r + r!) occur-
rences consécutives de x au moins nous permet de supposer qu’au plus un
facteur G; contient au moins (r + r!) - |u| - r occurrences de x et au plus
un facteur Hj contient au moins (r + r!)- |v| - r occurrences de x. L’application
du principe des tiroirs permet d’afﬁrmer :

(p' — 1) facteurs G} au moins sont tels que :
|G < (r+rt) |u-r

(' — 1) facteurs H} au moins sont tels que :
O< [Hj|, <(r+r!) |o|-r

Soit A le quotient de la division de (p’ — 1) par (r + r!) - |u| - 7

Soit p le quotient de la division de (¢° — 1) par (r + r!) - |v| - 7

A facteurs G au moins ont le méme nombre 0 d’occurrences de x,
et0<O<(r+r!) |u-r

p facteurs de Hj au moins ont le méme nombre n d’occurrences de x,

et0<n<(r+rt) Jo|-r
SiA = (r + r!)-|v]-r,alorsh > n,etsip = (r + r!)- Ju| - r,alorsp > 6.

On peut donc extraire de la suite des ) facteurs G| tels que |G/|, = 0 une
sous-suite S de n facteurs, et de la suite des p facteurs Hj tels que |Hj|, = n
une sous-suite S” de 0 tels facteurs.

n° aoit 1975, R-2.



34 J. L. DURIEUX

On a alors :

2 |Gl = X Hjl
ieS jes’

Soient 4 et & les deux mots définis par :

h=fG,6,..G,..g,f,H ..H .h,f,

h= f,G, .. G,,, . g,,fzifl v Hy by fy
{G, =G, si¢i S, GG/ si ieS

avec ~ c g / 1 ETN2 L s ’

Igj=Hj si¢gj S, H(H))*H} si jeS§
{G,. =G, si¢i S, G(G))?*G!" si ieS

H;=H; si¢j §, HHY si je§

Ona:
o(h) = o(h) = (k) = x";
V(h) = au? TBot™y ; Y(h) = auPtBpe Ty

avecn < I<rmet® < J <rb.

1) Sind # 0, alors 7 - J # 0. On se trouve devant la premicre éventualité.

Onadeplus : I<r®(r+r!)fo|,J <r*r+r!)jul, dou le majorant
commun /s |u| |v], avec s = r3(r + r1)? |u] |v].

2) Sin6 = 0, alorsn = 0ou® = 0 (ou les deux). Ces deux cas étant syme-
triques, nous n’envisagerons en détail que le cas 6 = 0.

Dans ce cas, 'hypothése A > r(r + r!) |[v| que nous avons formulée montre
Iexistence de (r + r!) |v| facteurs G} dans A, tous égaux 4 une certaine puis-
sance u™(m # 0; m < r).

Le mot 4’ obtenu en enlevant & 4 (r |/m) - |v| de ces facteurs est donc tel que
Q') = x", W(h') = aw”™" VIBory.

De plus, chacun de ces facteurs G| peut étre répété un nombre arbitraire
de fois (|G}|, = 6 = 0).

Donc au? " 1P (7' ¥ Bovly = T(x").

Le casn = 0 entraine de la méme maniére I'inclusion : au?Bo? ="' (v™!)*y,

Enfin, dans chacun de ces cas, T(x") est un rationnel infini, puisque { x" }
est un langage fini et Tune transduction rationnelle, le caractére infini résultant
des inclusions précédentes.
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IMAGE DES MOTS SUR UNE LETTRE 35

Pour conclure cette preuve, il reste a déterminer a partir de quelles valeurs
de p et g nos déductions s’appliquent. Il suffit pour cela de reprendre les
définitions de A et p :

SiA = (r+r)|vjr alors (p’ == r¥r+r!)?jul v

donc Zr+r3r+r!) v

Sip=(r+r)jur alors (¢—-1)=r (r+r'2|ul o]

donc  g=r+r¥r+rt) |ul|v

"a

Reprenant la définition de s :
s=r3r +r1)? |u| - |v|

nous avons : p = r + s, ¢ = r + s, valeur a partir de laquelle les divisions
successives de la preuve donnent des quotients A et p assez grands.

Q.E.D.

Preuve du Théoréme 1
D’aprés la proposition 1, il existe deux entiers r et s (s = r3(r + r!)?) tels
que :

Si au?Bviy € T(x") et si p et g sont supérieurs a r + s, alors I’'une au moins
des deux éventualités suivantes est vérifiée :

— Il existe deux entiers non-nuls 7 et J tels que
o IBr1* Ty e T(x") et auP*'Bp? Iy e T(x")

et LJ < rs|u| o]

— T(x") est un langage rationnel infini contenant
aup—r”vl( '!)*Bvq'Y ou upﬁvq—r!lu! (vr!)*
Comme I et J < v/rs|u||v], l]a somme I + J est toujours inférieure (<)
a 2v/rs fuf ||
I-Jétantnon-nul, 7 + J > 2

Posons N = A(r + s); A = 2vrs Jul [o] + 1)r)(2~/7s [u] [o])Y)
S =(@2Vrslu|v|)!r!

Si w = aufPviy € T(x"), avec p, ¢ = N, alors w admet A factorisations

du type :
w = akur+sﬁkvr+s,yk ; ak = onu”‘_”"”)
Bk — up—k(r+s)ﬁv(k—1)(r+s)

Y =0Ty (1 <k <A)

n° aofit 1975, R-2.




36 J. L. DURIEUX

Chacune de ces factorisations permet 1’application de la proposition 1 :

akur +s—IkBkvr +s +Jk.Yk € T(x") , ire .
st Iem r s T T(x" et >1°° éventualité : cas 1
o U By Yi € T(x")

akur+ s+r! |u|(ur!)* Bkvr+s,yk c T(X")
<

, ou b2%me gyventualité : cas 2 et cas 3
ocku'+’Bkv’+‘_'”"'(v"‘)*'yk

Remarquons que la substitution d’exposants :
(r+r+L), (r+sxd), r+s+—=Jo))rYou(r+s+ (v — |u)!)
aux exposants (r + s) correspondants selon les cas ne modifie pas les substitu-
tions possibles pour les factorisations o,u"**B,v0"*y, si [ # k : les facteurs
du mot de R de projections x" et au? Bv?y considéré étant disjoints, la modifi-

cation des facteurs opérée dans la transformation de o’ **B, 0" "5y, n’altére
pas les facteurs concernés par la transformation de o, **B,v"*y,.

Comme 2 < (I, + J,) < 2+/rs|u||v] dans le cas 1, et comme
A = (2/rs|u| Jv| + 1)!r}, le principe des tiroirs permet d’affirmer que 1’une
des trois éventualités suivantes se présente :

1) Une méme somme (I, + J,) peut étre associée a (2+/rs |u| [v])! ! facto-
risations distinctes au moins.

2) Le cas 2 se présente pour (2+/rs|u||v])! 7! factorisations distinctes
au moins.

3) Le cas 3 se présente pour (2+/rs |u| |v])!- ! factorisations distinctes au
moins.

Dans la premiére éventualité, I'inégalité I, + J, < 2+/rs|u| |v] implique
que (I, + J,) divise (2+/rs|u| [v])!r!. 1l existe donc un entier m tel que

m(I, + Jy) = 2~/rs |u| o]t r!

Il suffit alors de prendre m couples (I, J;) de somme I; + J, = I, + J,
et de calculer les sommes i = X, j = ZI, correspondantes :
on a: auw” ‘Pvitiye T(x") et auf*'Bv? lye T(x")

avec i+ j=QVrslull)!rt=58; ij#0
Dans la deuxiéme éventualité, il suffit d’opérer (2+/rs Ju| [v])! substitutions
de w**u' & u'** parmi les (2+/rs |u| |v])! r! possibles & gauche de B.
On a alors :
awP B! iye T(x"), avec i=S , j=0
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On peut également opérer (2+/7s Ju [v])! substitutions de " **~"" & w'*s
parmi les (2+/rs |u| [v])! 7! possibles & gauche de B.

On a alors :
oau?~ Brttiy e T(x"), avec i=S8 , j=0
De plus, d’aprés la proposition 1, on a I’inclusion
au? " Briy & T(x")
Comme i = S et que r! divise S,
auP " H(u)* Bty < T(x")
Cette deuxiéme éventualité couvre donc le cas j = 0.
La troisiéme éventualité se traite de maniére symétrique et couvre le cas
=0 Q.E.D.
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