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UNE DOUBLE HIERARCHIE INFINIE
DE LANGAGES VERIFIABLES

par Frangois RODRIGUEZ (')

Communiqué par J.-F. PERROT

Résumé. — En transposant aux accepteurs vérificateurs les notions d'automate 4 compteur
et d’automates d pile @ nombre fini de mouvements, il est possible de définir une double hiérarchie
infinie croissante de langages vérifiables telle que toute sous-famille C,, , forme un céne rationnel
principal.

1. INTRODUCTION

Les accepteurs vérificateurs (« checking automata ») ont été introduits
comme types particuliers d’accepteurs 3 mémoire unilatéres (« one-way stack
automata ») [3] [4]. La classe C des langages reconnus par ces accepteurs, ou
« langages vérifiables » (« checking automata languages ») a été étudiée par
S. Greibach [6]; Harrison et Schkolnick en ont donné une caractérisation en
termes de grammaires indexées [7]. La sous-classe des langages vérifiables
avec un nombre borné de mouvements sur la bande-mémoire (« finite-turn
checking automata languages ») a fait également I’objet d’une caractérisation
grammaticale par Siromoney [13].

La classe des langages vérifiables présente avec la classe des langages
algébriques (« context-free »), reconnaissables par les automates a pile, cer-
taines analogies structurelles : notamment, toutes deux forment des familles
agréables de langages (en anglais « full AFL », cf. [1]) principales et fermées
par substitution. Ces analogies nous ont conduit a transposer a la classe C
la démarche de S. Greibach dans [5] pour les automates a pile, c’est-a-dire &
étudier les sous-classes de langages vérifiables C,, , reconnues par les accepteurs

(1} ENS.EELH.T., Toulouse.
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6 F. RODRIGUEZ

vérificateurs effectuant au plus un nombre fini m de mouvements en mémoire
et dont tout mot-mémoire appartient a un langage borné de dimension =.

On montre que chaque sous-classe C,, , constitue un cone rationnel (cf. [1])
principal, i.e. qu’il existe un langage L,, , tel que C,, , soit exactement I’ensemble
des images de L, , par des transductions rationnelles. A ces cones C, ,
répondent, dans le domaine algébrique, les cones des langages ultralinéaires de
rang m et bornés de dimension n (cf. [2]), qui ont pour clotures rationnelles
les familles agréables de langage %, , étudiées en [S]. On trouvera en [11]
une analyse détaillée de cette correspondance, dont les principaux résultats
ont été résumés en [12].

Nous nous limitons, dans le présent article, a la démonstration que les
cones C,, , forment une hiérarchie croissante, i.e. que I'inclusionC,, , = C,. .. a
lieu si et seulement si m < m’ et n < n’ (théoréme 3).

Une premiére partie est consacrée aux définitions (complexes mais néces-
saires) relatives aux accepteurs vérificateurs qui permettent de définir précisé-
ment les familles C,, ,; nous donnons les langages L, , générateurs des cones
C,... sans démonstration. La seconde partie contient une preuve compléte du
théoréme de hiérarchie, composée d’une suite de lemmes techniques dont le
premier est un lemme d’itération avec positions marquées inspiré des méthodes
d’Ogden [9].

Dans la suite, pour un ensemble quelconque E, E* désignera le monoide
libre engendré par E, formé des suites finies d’éléments de E ou mots sur E;
la longueur d’un mot w € E* sera notée |w|; le mot vide sera noté €. N dési-
gnera ’ensemble des entiers positifs ou nuls. En reprenant une notation de
M. Nivat [8], on désignera par £ -T" le cOne rationnel engendré par une
famille de langage €.

Le symbole = indique une fin de démonstration.

2. LES ACCEPTEURS VERIFICATEURS

Définition 1.

Un accepteur vérificateur (abr. AV)est un 6-uplet D = (K, X, Gp, 3, g, F)
tel que :

1) K, G, sont des ensembles finis d’états et de symboles de mémoire.
X est un alphabet d’entrée fini.

2) g, € K est Iétat initial, F < K est ’ensemble des états terminaux.

3) & est une application de K x (X u {&}) x (G, u { €} ) dans

Kx (Gpu{0,1, —1,¢ E}).

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



DOUBLE HIERARCHIE INFINIE DE LANGAGES VERIFIABLES 7

4) 1l existe un sous-ensemble K de K tel que g, € K et que, si :
(¢',v)ed(g,a,Z) avec geKgaeXu {e},
ZeGpui{e},gdeK—Kgve(G,u{0,1,—1,¢&} ) alors :
83¢,a,Z)NnK x Gp =@ , VaeXu{e} , VZeGyu{e}.
5) Si(q', E)e d(g, a, A) alors :
8¢ a,e)=@ , YVaeXu{e}.

Définition 2.

Soit D = (K, X, Gp, 3, 9o, F) un AV. Une configuration de D est un triplet
soit de la forme (g, w, €) soit de la forme (g, w, (y, i)) avec g € K, w € X*,
yeGhetl <i< |y ou |y| désigne la longueur du mot y.

Nous noterons +— la relation entre configurations, définie comme suit :

. Si (g, aw, €), avecae X U { £} et we X*, est une configuration et si
(¢, €) € (g, a, €) alors :

(g, aw, €) = (q', w, &),
. Si (g, aw, €) est une configuration et si (¢’, 4) € 8(q, a, €), 4 € G, alors :
(g, aw, €) (g, w, (4, 1)),
. Si (g, aw, (y4, 1)) est une configuration, y € G}, 4 € Gp, et si
(qg',A')edlg,a,A), A eGyu { e}
alors :
(@, aw, (y4, 1)) H(q', w, (yA44', 1)),
. Si (g,aw, (4, ... A}, i)) est une configuration, 4,€G,, 1 <i<n,
etsi(g’,j)edlg, a, 4;),je{0,1, — 1} alors :
(g, aw, (4, ... 4, i) —(q',w, (4, ... A, i+ j)) si 1 <i+j<n

. Si(g, aw, (y, i)) est une configuration et si (¢’, E) € 8(q, a, 4,) alors :
(@, aw, (v, 1)) + (¢, w, €).

Nous noterons = la fermeture transitive de la relation .

Intuitivement un AV est un automate qui peut écrire un mot y dans sa
mémoire mais (point 4) de la définition 1) qui, sitot qu’il cesse d’écrire, n’a plus
le droit de modifier le contenu de la mémoire.

Les instructions + 1, — 1 et 0 permettent d’examiner le contenu du mot
mémoire.

L’instruction E provoque l’effacement du mot mémoire et bloque ’AV
(point 5) de la définition 1).

n® avril 1975, R-1.



8 F. RODRIGUEZ

Définition 3.
Nous appellerons langage accepté par un AV D = (K, X, Gp, d, q,, F)
I’ensemble suivant, noté L(D) :
L(D) = { we X* |3gp € F, (4o, W, €) ** (g, &, €) }.
Tout langage L tel qu’il existe un AV D tel que L = L(D) sera appelé
langage vérifiable.
Nous noterons C ’ensemble des langages vérifiables.

EXeMPLE : L = {a"h"c" | n > 1} est un langage vérifiable [6]. Par contre,
on montre que L = { aba®h?® ... a"b" | ne N } n’est pas vérifiable [11].

Nous pouvons énoncer un résultat fondamental de S. Greibach :

Théoréme 1 [6] : C forme une famille agréable de langages principale,
fermée par substitution.

Afin de construire la hiérarchie annoncée, définissons les évolutions
possibles des AV dans leur mémoire.

Définition 4.

Soit D = (K, X, Gp, 8, qo, F) un AV et soit la suite de configurations :
(90> W, €) = (g5, wi, (v, 1)) & (Qj: wi, N
(@ @i (v, k) 1= (g, Wi (0, D) - ..

Sik > j > iet! < k nous dirons que D passe par un pic lors de I’analyse
de « a », i.e. D passe de 'incrémentation a la décrémentation de son index de
mémoire.

Sik < j < ietl > knous dirons que D passe par un col lors de I’analyse
de « a», i.e. D passe de la décrémentation a 'incrémentation de son index de
mémoire.

Nous dirons que D fait un mouvement soit s’il passe par un pic soit si
(g, aw, (¥, 1)) (g, w, €) pour i > 1.

Notations

Pour tout n € N soit H, ’ensemble :

. sin = 2ralors H, = (a*b*y

. sin =2+ 1alors H, = (a*b*Ya*.

Soit enfin ® un nouveau symbole n’appartenant pas a N : H, désignera
I’ensemble (a, b)*.

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



DOUBLE HIERARCHIE INFINIE DE LANGAGES VERIFIABLES 9

Définition 5.
Un AV D = (K, X, Gp, 8, q,, F) sera dit strictement (m, n) borné si pour
tout mot w € L(D), il existe une suite de configurations

(q09 W, E) '1 (qﬂ, W’, (yS l)) li (qF’ 8’ 8)
telle que :

1) D fait au plus m mouvements, m € N, sinon nous poserons m = .

2) Les mots mémoires y appartiennent a H,.
Pour tous m et n dans N U { o }, soit :
Cpn = { L |3 un AV D, strictement (m, n)-borné, L = L(D) }.

Notons que C,, = C, , = Rat (X*), ensemble des langages rationnels
sur XetqueC, , = C.

REMARQUE 1

Etant donné un AV D = (K, X, Gp, 6, g, F) strictement (m, n)-borné, on
peut construire sans difficulté un AV D' = (K’ x {0,1,....,m} X, Gp, &,
(90,0), Fx {0,1,...,m}) strictement (m,n)-borné tel que L(D) = L(D’)
et que, si :

(90, 0), W w", ) = ((g, i), ", (. /)

alors D’ a fait exactement i mouvements lors de I’analyse du préfixe w'.
Cette propriété sera utilisée dans la suite de ce travail.

Définition 6.

Soit X = { a, b, @, b } et p la congruence de X* engendrée par les relations
ad = € et bb = &; on notera p(w) la classe de w € X*. La classe p(g) est bien
connue sous l’appellation de langage de Dyck restreint sur deux lettres,
noté D% : ce langage est générateur du cone rationnel des langages algé-
briques [1].

Désignons par v I'application de X* dans N définie par
v(w) = max { k;w = w X, X, W,X,%; ... X, X Wirq, X;€{a, b},

1<i<kweX* 1<j<k+1}

Notons, pour we X*, Init (w) I'ensemble des préfixes de w, i.e.

Init (w) = {ue X*; we uX* },etappelons L, ,,avecm,ne Nu { o } le lan-
gage sur X ainsi défini :

L,,={wy;weH,yeD#v()<m,p(nit (y)) < Init (w) }

n° avril 1975, R-1.



10 F. RODRIGUEZ

On trouvera en [11] une démonstration du résultat suivant, fondamental
pour notre étude :

Théoréme 2 : Pour tous m et n dans N U { o } la famille de langages C,, ,
forme un cone rationnel principal engendrépar L,, ,;i.e.onaC,, = { L, ,} T.

Notation. Nous désignerons par C, ,, C, , et C, ., les cOnes rationnels
suivants :

eoo,n = U em,n 5 em,oo = U C‘Zm,n 5 eoo,co = U em,n‘
meN neN m,neN
Définition 7.
Soit < la relation d’ordre naturelle sur N prolongée sur N U { @, o0 }
parn < o0 <®, YneN.

Pour tous m, n, m’, n’ dans N U { ®, oo } nous dirons que (m, n) < (m’, n’)
si et seulement sim < m’'etn < n'.

3. THEOREMES DE LA HIERARCHIE

Théoréme 3 :

Pour tous m, n,m’, n’ dans N u { ®, © }, nous avons C, , < C,. . si et
seulement si (m, n) < (m', n').

Ce théoréme découle de la proposition suivante :

Proposition 1 :
Pour tous m, n,m’, n’ dans N U { ® }, le langage L, , appartient a C,,. .
si et seulement si (m, n) < (m', n').

Avant de démontrer cette proposition établissons quatre lemmes qui
nécessitent eux-mémes l'introduction de nouvelles définitions :

Définition 8 :

Soit D = (K, X, Gp, S, qo, F) un AV.

Soit Cy, Cy, ..., Cps ..., C, une suite de configurations de D telle que :

Co = (90, Wos €), wo = w, C; = (g;, w;, (i, 1)) pour tout i, 1 <i<p
avec IJ’iI > lyi—ll ety, =y.
= (qj’ wj’ (ya l_])) > p<1<r

C,=.e8) , q€F,

etpourtout , 0 </<r,C,—Cyyy.

&Q

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



DOUBLE HIERARCHIE INFINIE DE LANGAGES VERIFIABLES 11

On dira que (Cy, Cy, ..., C,, ..., C,) est une analyse du mot w (par le mot y)
de longueur (p, r).

Intuitivement la suite de configurations C,, ..., C, correspond a I’écriture
par D d’un mot mémoire y de longueur p, tandis que C,, y, ..., C, sont les
configurations suivantes de I’analyse.

Une analyse (Cy, Cy, ..., C,, ..., C,) de w par un mot y sera dite de lon-
gueur minimale si pour toute autre analyse de w, (Cy, ..., C,,....C,)ona
p=petr =r.

Définition 9 :

Soit D = (K, X, Gp, 8, qo, F) un AV et ((C,, C,, ..., C,, ..., C,) une ana-

lyse d’'un mot w de L(D) par un mot y = A,... 4,,4,€Gp, 1 < i< s et
Cj = (qj’ W; (yj1 1) , 1<j<p
Ci=(quw, (i) , psisr
Pour tout k, 1 < k < s, nous appellerons séquence de coupe de niveau k
et de longueur /, le luplet o, = (g, .- ), 1 < ky <k, < ... <k <,
formé de la séquence des états g; tels que i; = k et soit i; — 1 = k — 1, soit

i;j+ 1=k — 1. o est donc I’ensemble des états successifs de D lorsqu’il
examine le symbole 4, dans sa mémoire.

Nous allons établir un lemme d’itération pour les familles C,, ,, utilisant
les notions de positions distinguées développées par Ogden [9] :

Lemme 1 :

Pour tout AV D, strictement (m, o)-borné, il existe un entier kj tel que
pour tout mot we L(D), tel que w contient k; ou plus positions distin-
guées, ilexisteunentierr, 1 < r < 2m + 1,desmots x,, X, ..., X,, Vo, Vs ---s Vs
de X* tels que :

1) W = yoX1¥1X2Y3 o X,

2) Pour tout k > 1

Wi = YoXiy1X5Y; - Xy, € L(D).
3) Si wy = yoy, ... y, N'est pas le mot vide, alors w, € L(D).
4) Si r > 1, I'un des x; au moins contient des positions distinguées.

5) Lors de I’analyse de tout x;, 1 < i < r, D ne passe ni par un col, ni par
un pic. Lors de I'analyse de tout y;,, 0 < i < r, D passe soit par un col, soit
par un pic.

n° avril 1975, R-1.



12 F. RODRIGUEZ

Démonstration :

Soit D = (K, X, Gy, 8, g4, F) un AV.
Soient g = card { G, } et X = card { K }.
Soit kp = (g + 1)(¥K + )&+,

Soit w un mot de L(D) tel que w contienne &, ou plus positions distinguées.
Par définition il existe une analyse de w par un mot y, analyse de longueur
minimale.

Dans le cas ou L(D) est rationnel (m = 0) on sait qu’il existe une facto-
risation de w, w = yyx,y, telle que yox¥y, L(D).

Considérons le cas non trivial o m # 0.

A) Supposons tout d’abord qu’il existe deux entiers j # j' tels que
q; = 9q; et ij = ij..

On a donc une suite de configurations :

(qo’ w, 8) Ii (qj’ wj? (y’ l})) 'i (qu wj" (y’ l;)) Ft (qF’ g, 8)
qr€F

telle que si
W= X W = XY,
et W = yoW;

alors, pour tout n > 1

(q()’ y()x’;yl’ 8) I_t (qj’ x’{yl') (ys l))) !f- (qj> x';— 1y1= (ys l)))
'i (qjs Y1, (J” l])) }-*' (qF: €, 8)

i.e. : D accepte le mot w, = y,x}y, pour tout n = 1.

De plus g; = g;. implique que D ne passe pas par un pic lors de I’analyse
de x,. (Remarque 1.)

Enfin si D passait par au moins un col lors de I’analyse de x,, D passerait
par au moins » cols donc n — 1 pics lors de ’analyse du mot x, € L(D) et ceci
pour tout n € N. D ne serait donc pas (m, ®)-borné.

Dans ce cas les parties 2, 4 et 5 du lemme sont donc vérifiées. Le point 3
résulte immédiatement du fait qu’il existe une analyse de w, = yoy; par le
moty=2,..2,7,_,..2Z,.

B) Nous pouvons donc supposer maintenant que les longueurs des
séquences de coupe sont inférieures ou égales a X. Il existe donc au plus X*
séquences de coupe distinctes. Si w contient au moins k,, positions distinguées,
nousavons |w| = kpetdoncr = k. D doit donc examiner au moins k /3 posi-
tions dans la mémoire.

Revue Frangaise d’ Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



DOUBLE HIERARCHIE INFINIE DE LANGAGES VERIFIABLES 13

Or kp/X > (S + 1)K . Il existe donc nécessairement deux entiers k et k
tels que 4, = Aget a, = o soit, plus précisément (en utilisant la remarque 1) :

cxk = ((q_kl’ ll )’ (qkz’ 12)’ seey (qkps lp)) = ai = ((6E9 ll )’ ceey (q_rp, Ip))
avec
9r; = (qk,-’ L) = q, = @&, 1), Il<is<p
Il existe donc des mots yg, ¥y, -.os Vp» X1 X3, ...y X, de X* tels que :

W= yoXV; -.. X,y, €t des mots Z,, Z,, Z; dans G} tels que
y=2,2,Z,,Z, =A;,.. Ag, Z, = A, ... A, et Zy=A,_ .. A
(90> YoX1Y1 -+ %o Vs €) - (G X101 e X9y, (23, 1))

(qkp yl xryr’ (ZIZZ’ 1)) l: (qkz’ XZ xryr’ (y’ ikz)) l:

(G5 2 - XV s i) P oo B (G X, (95 i)

FE (qk;h Vs (y’ ik{f)) }: (qF’ g, 8)’
avec si k, = k, alors k! =k,
et si k. = k, alors k! =k,

Remarquons que g,, = g, implique que D ne passe pas par un pic lors de
'analyse de x; sinon on aurait g, = (g, /;) et gz, = (g, I; + 1), ou bien
gz, = @z, ;) et g, = (G, [; + 1). De la méme fagon il est facile de voir que
si D passait par un col lors de I’analyse de x; alors il passerait aussi, nécessaire-
ment par un pic. De plus, ayant exclus le cas A), D passe nécessairement
par un col ou un pic lors de I'analyse de tout y;,, 0 < i < r et par conséquent

1 < r < 2m + 1. Il en résulte immédiatement qu’il existe un mot y, = Z,Z5Z,
tel que :

@0 Yoxhyy .. xky,, €) ¥ (gg,, Xyy . Xy, (Z,, 1) &

g)
(qkp xl;—l}ﬁ 1J’n (2,Z,, ‘1)) . (‘Ik,a Yy - xlr‘yr’ (leléa 1)) P~
Ii(qkz, X3Y2 e X% V8 (Vi i,)) =
P (G 57 (95 0,)) (G Voo (y, iy, ))
* (g5, € €))

Autrement dit le mot w, = yoxty,x%y, ... x¥y, € L(D) ce qui prouve les
points 2 et 5 du lemme. Le 3) se démontre comme en A).

Il nous reste & prouver qu’un des x; au moins contient des positions dis-
tinguées.

En effet, sinon, il existerait des y; contenant la totalité des positions dis-
tinguées. Ce nombre étant supérieur ou égal a k,, il nous serait possible alors,
par le raisonnement précédent, de trouver une nouvelle factorisation de w
correspondant a deux nouveaux symboles 4, et A, tels que 4; = A} avec k
et k’dans {1,k — 1} u {k + 1, s }, factorisation qui soit telle qu’un des x;
ainsi obtenu contienne des positions distinguées.

n® avril 1975, R-1.



14 F. RODRIGUEZ

Lemme 2 :

1) Si m est fini, alors L, ., , n’est pas dans C,, .
2) Si m est fini, alors L, , n’est pas dans C,, .

Démonstration :

1) Si m = 0 alors C,, = Rat (X*) et L, , = {a'c’/qg > r} n’est pas
algébrique.

Supposons donc m > 1. Considérons alors le langage

m+1 m+1

L = Lm+1,1 = {A’ambqlamqu wee QP ¥ 1pIm 2 Z D = 2 P
i i=1

i=1

i J i
P Y gV l<j<sm+1, Y (p;—q)+ piyy SrVil <i<m}-
i=1 i=1 i=0

L appartient a C, ., , de fagon évidente.

Supposons que L appartienne a C,, . Alors il existe un AV D, strictement
(m, o)-borné tel que L = L(D).

Soit alors

w = A"a”b? ... aPm+b%+ un mot de L tel que p; et g, soient supérieurs
akp 1 <i<m+ 1, ouk, est ’entier associé a D par le lemme 1.
D D p

L n’est évidemment pas un langage rationnel.
Considérons alors les g, premiers « b» comme distingués.
Alors d’aprés le lemme 1 il existe un entier r > 1 et des mots

yoa yla veey yr’ x19 x29 ceey xr
de X* tels que w = yoX, ¥, X, ¥, ... X, ),

D’aprés le point 4) du lemme 1 il existe un entier i, tel que x;, contient
des positions distinguées. Remarquons que x;, est donc nécessairement inclus
dans b*. Il en résulte que i, > 3 et donc que D est passé par un pic lors de ’ana-
lyse du préfixe A"a?'b?. En effet si iy = 1 alors y, = APa?'b°, s > 0 et L
contiendrait des mots de la forme A4"aP*b(b')a? ... b%+', Yk € N, ce qui est
absurde.

De méme si iy = 2 alors soit y, = A'a?, x, = a?, y, = a®'b* et x, = b'
et donc L contiendrait des mots de la forme

Ara? (aPiYeaP b (b') ... b%+1, avec kp| > r ce qui est impossible, soit
Yo=A",x; = A",y = A"a"b et x, =b
auquel cas L contiendrait des mots de la forme

A"aP bt | b+t avec g > p,.

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



DOUBLE HIERARCHIE INFINIE DE LANGAGES VERIFIABLES 15

Si I’on considére alors les g, « b » suivants comme distingués, il résulte du
lemme 1 qu’il existe un entier i, > i, tel que x;, contienne des positions dis-
guées.

Supposons que i; = i; + 1. Alors y; €a* et donc D accepterait des
mots de la forme

A" aP pigP2prz | pAm+1
avec g, + g} > pi + P,, ce qui est impossible.
Donc i; > i, + 2 et D est donc passé par au moins 2 pics pour analyser
le préfixe A"a?'b?aP?b?>.
En poursuivant ce raisonnement jusqu’a considérer les g, , , derniers « b »

comme distingués, on montre que D doit nécessairement faire m + 1 mouve-
ments pour analyser w, i.e. D n’est pas strictement (m, ®)-borné.
Donc L ¢C,, .
2) Supposons que L, , est dans C,, , pour quelque m dans N.
Alors on aurait
Lyi11€Lly, T'=C,;=C

m,®

ce qui contredit le point 1 du lemme. =

Lemme 3 :

Pour tout AV D, il existe un AV D’ tel que L(D)= L(D’) etsi
we L(D) = L(D’) alors il existe une analyse de w par D' par un mot y tel
que |y| < |wl.

De plus si D est strictement (m, n)-borné alors D’ ’est aussi.

Démonstration :
Soit D = (K, X, GD9 89 9o F)

Si pour tout we L(D), il existe une analyse de w par un mot y tel que
lv| < |wl|, alors D = D".

Supposons alors qu’il existe des mots w tels que toute analyse se fasse par
des mots y, |y| > |w|.

Remarquons tout d’abord que si cette analyse correspond 4 une suite de
configurations :

(%a w, 8) }i (qia Wi, (y’: 1)) 'iA(qjs st (y’ 1))
li (qka Wi (ya ik)) Iﬁ (qFa &, 8)

n® avril 1975, R-1.
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y' préfixestrictdey = A4, ... A, telle que max (i) < n;alors on peut construire
un AV D' = (K', X, Gp, &', q,, F') avec

K =Ku{g;,,ZeGp} et 8(g,a,Z)=90(q,a, Z)
et si (g, Z') € 8(g, a, Z) alors (g3, €) € &'(q,, a, X) VX € G, et si
(g, Z') € 8(q,, a, €) alors (g5, €) € 8'(q,, a, €).

Il est clair que L(D) = L(D’)et il existe une analyse de w (non déterministe)
par D', par un mot y' = A ... - 45

D’autre part si dans la suite de configurations
(@0, W, &) - (gis wi, O, ) = (g, wy, O, 1)) 1=
(G Wio O 5)) & (Gies Wier 3 ) ¥ (g &, €),

il existe r et s, r > 5, tels que pour tous k et k' vérifiant i, = r et
i, = s (resp. i, = seti,. = r)onait w, = w,,, on peut modifier trivialement D
en un AV D', par le méme procédé que ci-dessus, pour que L(D) = L(D')
et D' analyse wparunmot y' = Z, ... Z,,,Z ... Z,.

Autrement dit pour tout Z,, 1 < k < n, il existe au moins un suffixe w,
de w et a € X tels que :

(qo, w, 8) *‘!“ (ql-l’ awp, (ya k)) * (q’ wb (ys ll)) |§' (qF’ 8,8)

Il existe donc pour tout w e L(D) = L(D’) une analyse de w par D', par
un mot y, |y| < |w|.

Enfin de par la construction de D’ il est clair que si D est strictement
(m, n)-borné, alors D' ’est aussi. »

Lemme 4 :

1) Si n est fini, alors L, ,,, n’est pas dans C, ,,.
2) Si n est fini, alors L, , n’est pas dans C, .

Démonstration :
1) Sin = Oalors C, , = Rat (X*)et L, ; n’est pas rationnel.
Si n > 1, considérons le langage
L,,, ={wwweala}..at  }
L, est trivialement dans C, , . ,. Il nous suffit donc de montrer que L, ..,
n’est pas dans C, ,,.

Supposons qu’il existe un AV D, strictement (o, n)-borné, qui accepte
L,, ,.D’aprés le lemme 3 on peut supposer que I’analyse de tout mot wew € L,
est faite par un mot y tel que |y| < 3 |w|.
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Si D a X états distincts, aprés avoir lu un facteur w de longueur r inclus
dans a}a} ... a¥,,, D passe par au plus X - £,(3r) configurations distinctes
avant d’analyser le facteur w, avec

fuilx) =card {y |yeat..at y| < |x|}.

On montre [10] que f,(x) est un polynéme de degré n de la variable x et
donc pour tous entiers & et k' il existe un entier r(k, k') tel que

Sos1(x) > kf (k'x) si x = rik, k')

Or le nombre de facteurs différents inclus dans at ... a¥, ; et de longueur r
est exactement f, . ,(r).

I1 en résulte qu’il existe au moins un entier r tel que f,,,(r) > X- f,(3r)
et donc qu’il existe des mots w, et w,, w;, # w, un état ¢, un mot mémoire y
et deux états terminaux g et gy tels que :
(qu wlcwls ‘E) ’i (q, Cwla (y’ 1)) 'i (qu €, 8)
et
(qo’ WZCWZ’ 8) 'i (q’ CWZi (y’ 1)) 'i (qI,-‘ » & 8)
Ainsi PAV D accepterait le mot w,ciw, ¢ L,,,, donc L, ,,, n’est pas
dans C,, ..
2) Si L, , est dans C, , pour 7 fini alors
Lins1€{Lips1} T <SCo={L o} TcCy,

ce qui contredit le point 1) du lemme.

Démonstration de la proposition 1 :

. Si (m,n) < (m', n') alors C,, , S C,,,, par définition.

. Supposons que L, , € C,. .. Alors soit (m, n) < (m’, n’), soit 1’on est
dans I’'un des quatre cas suivants :
I cas : Sin" < n < o alorsn’ < n — 1 et par conséquent
Cow ECpn-1 S Cyu-q-SiL,,€Cp, .
alors L, ,€C, , < C, . € C, .-, ce qui contredit le lemme 4.
2°cas : Sin = w, alors si L, ,€C,. , ona
L ,eC ,SC,,EC

mo — m’,n

S Cyp

ce qui contredit le lemme 4.

3¢ cas : Sim' < m < o0, on aboutit comme dans le 1° cas a une contra-
diction avec le lemme 2.

4¢ cas : Si m = o, on aboutit comme dans le 2° cas a une contradiction
avec le lemme 2. »

n° avril 1975, R-1.
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Démonstration du théoréme 3 :

La condition suffisante est évidente.
Réciproquement supposons C,,, < C,,. ...
Quatre cas sont a considérer :
I cas :Sim # oo # n.SiC,, c C, ,alors L, €C,. .et(mn)< (m',n')
d’apres la proposition 1.
2° cas : Sin = o0 et m # oo . Alors pour tout #, fini
C cC,o EC

m,ny

'm, o0 m’,n’

D’aprés la proposition 1 on a donc (m, n,) < (m', n’) pour tout n, fini
soit donc n' € { 00, ® } et dans tous les cas (m, n) < (m’, n').

3% cas : Sim = o0 et n# oo. Par un raisonnement analogue a celui fait
dans le 2° cas, il vient (m, n) < (m’, n').

4° cas : Sin = m = o0, alors pour tous m, et n, dans N on a

Coumi S Cooc0 S Cop

my,ny

etdoncm’'etn € {0, © }et (mn)< (m,n) =

Corollaire 1 :

Soient m, n, m’ et n’ dans N u {0, @ {. Alors C,, , = C,. , si et seulement
si (m, n) = (m', n’).

Corollaire 2 :

Soient m, n, m' et n’ dans Nu {0, 0}, tels que (m, n) < (m',n’)
(m, n) # (m’, n'). Alors C,. . — C,, est infini.

Corollaire 3 :

Pour tous m et n dans N U { 00, ® }, les cones rationnels C,, ,, et C,, , sont
non principaux.

Démonstration :

Raisonnons par exemple sur C, . Si C, ., €tant principal, il existerait un
langage L et un entier n tels que LeC,, et {L} T =C, .

On aurait donc C,, = C,, pour tout n’ > n. Ce qui contredit le théo-
réme 3.
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