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SEMANTIQUE FORMELLE DES OPERATEURS
D’UN LANGAGE DE LISTES

par R. CasTaner (})
Communiqué par E. ENGELER

Résumé. — Le Lambda K Calculus de Church est un systéme formel susceptible de servir de
langage d’expression de la sémantique d’opérateurs de manipulation de listes et de parcours de ces
listes.

On définira les primitives de ces deux types d'opérateurs : extraction, affectation de parties
d’éléments composant une liste et on exprimera la sémantique de ces primitives dans le systéme
Sformel choisi. A partir de ld, les opérateurs de parcours de liste et de manipulation (ajout et
retrait d'un élément) pourront étre de méme exprimés.

INTRODUCTION

Formaliser la sémantique d’un opérateur ou d’un objet quelconque d’un
langage consiste a définir un systéme formel dans lequel il est possible
d’exprimer cet opérateur ou cet élément. Mais donner une expression dans
un certain systéme formel consiste finalement & paraphraser dans un systéme
dont la sémantique des opérateurs et des objets élémentaires est connue.

La formalisation de la sémantique de plusieurs langages a été réalisée par
le calcul des prédicats (Paduceva [5]), par des sous-ensembles de langages
(APL pour APL, Lathwell [7], LISP pour LISP, Mac Carthy [9]). Ces
études restent attachées a des langages particuliers, sans qu’il soit possible de
généraliser ces méthodes a un langage quelconque.

D’aprés les travaux de Curry [3], L. Nolin [4] et B. Robinet [6], la
logique combinatoire représente un domaine ou il est possible de définir des
systémes formels adaptés 4 ’expression de sémantique.

(1) U.E.R. Mathématique et Informatique, Université de Bordeaux I & Talence.
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20 R. CASTANET

Ce type de systémes ont une syntaxe et une sémantique propres tres res-
treintes ; ainsi la paraphrase conduit a de trés longues expressions pour la
sémantique d’un élément d’un langage quelconque.

Curry introduit un combinateur F (fonctionality) spécialisé pour I’expres-
sion de la fonction propre d’un opérateur, c’est-a-dire de sa sémantique.
B. Robinet a appliqué cette théorie pour les opérateurs du langage APL
agissant sur les tableaux.

Cette formalisation nécessite ’introduction d’un combinateur spécifique,
alors que le systéme formel choisi pour cette étude, le Lambda-K-Calculus
de Church, n’est absolument pas lié 4 I’idée de sémantique. Ce systéme formel
permet de proposer une paraphrase dont il est possible de s’inspirer dans une
réalisation de micro-programmes pour une machine qui serait congue pour
le traitement de listes. On trouvera en annexe la définition du Lambda-K-
Calculus. Ce systéme formel permet d’exprimer tous les opérateurs du langage
étudié.

Il est évident que tout systéme formel ne peut pas toujours exprimer les
éléments et les opérateurs d’un langage ; dans ce cas, ce systéme formel serait
inadéquat pour exprimer la sémantique du langage total.

Par exemple, les systémes combinatoires, et, en particulier, le Lambda-K-
Calculus ne peuvent exprimer I’opération de rupture de séquence (GO T9).
Par contre, ils sont adaptés a I’expression des traitements conditionnels
(IF... THEN... ELSE, WHILE... DO), ainsi qu’au traitement de blocs.

Le langage de listes qui sert de base & cette formalisation est un langage
spécialis¢ dans la manipulation de listes composant un arbre syntaxique
associé a une phrase d’un langage naturel. Mais la structure proposée est
suffisamment générale pour pouvoir s’adapter a toute autre structure de
liste comme celle de LISP [9], SLIP [8], L 6 [10]. On s’intéressera a des
opérateurs du langage de base identiques a ceux que I’on peut trouver aussi,
explicitement ou implicitement dans tous les langages de listes.

On définira la sémantique des opérateurs du langage par étapes :
—~ formalisation des éléments simples du langage (paragraphes I, II, III);

— formalisation des primitives des opérateurs du langage (paragraphe IV);

— formalisation des opérateurs eux-mémes, d’une part de parcours des
listes, d’autre part de modification des listes (ajout ou retrait d’un élément)
(paragraphe V).

I. DEFINITION D’UNE LISTE

Soit £ une liste définie comme un doublet (S, H)tel que S représente I’état
statique de la liste £ et M I’ensemble des modificateurs de S.
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SEMANTIQUE FORMELLE DES OPERATEURS D’UN LANGAGE DE LISTE 21

A la liste £ est associé un caractére essentiellement dynamique par opposi-
tion au caractére statique de S.

S est composé d’un ensemble E d’éléments {e;},i = [0,n] et d'un
ensemble 4 d’accés sur E.

Ces acces sont de la forme successeur s ou prédécesseur p. Ils font inter-
venir des informations contenues dans les éléments { ¢; } de la liste.

L’ensemble M des modificateurs de S est tel que M = M, U My ou M,
est I’ensemble des modificateurs de type «ajout» et My ’ensemble des
modificateurs de type « retrait ».

Pour les ensembles M et A on définit les primitives suivantes :

: opérateur d’adressage

: opérateur de contenu

: opérateur de positionnement
: opérateur d’affectation.

T-oﬁ&

Ces primitives ont pu étre précisées a la suite de la démarche formalisatrice
dans le langage étudié.

On définit C comme I’ensemble des valeurs pouvant étre contenues dans
un élément e; € E, et £ comme ’ensemble des valeurs de C pouvant étre des
adresses.

Ainsi :

a : est un opérateur de A dans E

¢ : est un opérateur de E dans C

p : est un opérateur de E dans E.

II. SEMANTIQUE D’UN ELEMENT ¢;€E

Dans toute formalisation d’un langage, il est indispensable de considérer,
d’une part, les primitives des opérateurs de ce langage, et, d’autre part, les
¢éléments primitifs sur lesquels agissent les opérateurs.

Un élément e, avait été présenté dans un souci de clarté comme le plus petit
élément accessible de la liste.

En réalité dans toute liste, ces éléments nommeés cellules de liste, doivent
étre décomposés.

On propose une décomposition trés générale qui pourrait étre simplifiée
pour certains langages de listes comme LISP, c’est-a-dire que certains niveaux
de la décomposition ne seront pas présents.

n° décembre 1974, R-3.



22 R. CASTANET

Définition 1. Un élément e; € E est un n-uple ayant une structure hiérar-
chisée telle que :
e; = { mot }™ : ensemble de m mots concaténés
mot = reliquat U partie information
partie information (p.i.) = { caractére }?
reliquat = { composante élémentaire (c.e.) }"
caractére = { composante élémentaire (c.e.) }°.

Les éléments primitifs de £ sont les éléments « mot », « reliquat », « partie
information », « caractére », « composante élémentaire ».

II. EXPRESSION D’UN ELEMENT ¢, DANS LE SYSTEME FORMEL

On représentera le n-uple ¢; par la Lambda K expression :

Ax(xx,x, ... X,_1X,)

c’est un vecteur qui représente la structure physique d’un e,, alors que la
structure logique d’un e; est une arborescence avec les niveaux successifs
mot, p.i., caractére, c.e.

IV. EXPRESSION DES PRIMITIVES.
DES OPERATEURS DU LANGAGE DE LISTE

Définition 2. Soit M, A, F, B, C € V ensemble des vecteurs et E_ ensemble
des éléments du vecteur x tel que Ey,, E,, Eg, Ec€ E,. M, A, F, B, C sont des
i-uples 1 < i< n.

Soit J I’ensemble des entiers positifs ou nuls : N, D, E, P € J et sont infé-
rieurs ou égaux a n.

On définit des opérateurs contenu ou opérateurs d’extraction :

M opérateur d’extraction d’un mot

A opérateur d’extraction d’une p.i.

R opérateur d’extraction d’un reliquat
B opérateur d’extraction d’une c.e.

C opérateur d’extraction d’un caractére.

M « MNe; e;eV,Ne ,MeV M estunmot

A « AMNe, A estunep.i.

F « RAM:Ne; F est un reliquat
B « BDRAGNe; B est une c.e.

C « CEAMNe; C est un caractére
B « BPCEAAMNe; B estunec.e.
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SEMANTIQUE FORMELLE DES OPERATEURS D'UN LANGAGE DE LISTE 23

Proposition 1. La sémantique de I'opérateur contenu sur les compo-
santes d’un élément d’une liste peut €tre représenté par un combinateur §
2-paramétré exprimable dans le systéme formel du Lambda K-Calculus par :

S,y = Muyhuy, (Ao(vX(x(Puy ) ) W ((Ku, JE) (Py)W ((KI(J)K))
x, y sont les paramétres du combinateur S.
I;es combinateurs X, P, W, K, &, I, J sont A-K exprimables
L = Am,Am,Aa(m,(m,a) multiplication dans I’ensemble des entiers J

P = prédécesseur dans J
W = Arry(ryrary)

K = Axy(x)
& = xy(y)
I = Ax(x) identité
J = Ax(Ayxy).
On a les équivalences suivantes d’aprés la définition II :
M=6,,
C =6,,
B = Si1
R =Gy p (prédécesseur de r)
A =6,,p (n— r:rfois le prédécesseur de n).

REMARQUE : #n, a, r sont des entiers définissant la structure d’un e;.

n : nombre de c.e. d’'un mot
a : nombre de c.e. d’un caractére
r : nombre de c.e. d’un reliquat.

Ces entiers sont suffisants pour définir la structure d’un e;. Il est possible
de trouver une autre combinaison de 3 entiers pour définir un e; (3 entiers :
nombre de niveaux de la structure hiérarchisée d’un e; moins une unité).

Démonstration de la proposition 1 pour S, ,

Extraction du contenu du Ni¢me mot de la cellule e,

S,.Ne; = huyhuy (Ao (v (n(Puy ) )W ((Ku, )8) (Pr)W ((KI(J)K))Ne;
= Mo(vX(n(PN))W (Ke,)8) (Pr)W ((KI(J)K)).

On décompose cette expression afin d’en rendre plus clair le calcul :

A = L((PN))W(Ke;)e , B = (Pn)W((KI(J)K)).

Dans ce systéme formel les entiers sont représentés par 1’expression
suivante :

Vi > 0=y, { (ny }'ny {)}" si {(n, )"

n° décembre 1974, R-3.



24 R. CASTANET
représente la concaténation de n fois « (n, » et { ) }" la concaténation de
n parenthéses fermantes.
A = Anyny { (ng }7N"Dn, )} W DW((Ke,)E)
= (W) D(Ke)t {) D

L’expression de W étant Aryry(ryryry) ona @ W(Ke;)6 = Ke,86.

Ainsi 4 = Ke, { § }"V*® " DH1 = Axp(x)e, { § } WD = ¢, { g} N1

L’expression de e; étant Ax(xx, ... x,)onae§ = &x, ... x, = Ay(yx, ... x,).

Ainsi on obtient I’élimination de n» x (N — 1) premiers ¢léments de e;
par application de §n x (N — 1) fois.

Ainsi : A = Mx(XX, 0 N 1)41 - Xp)
B = (Pn)W((KI)J)X

Par une suite de transformations analogues :
B=KI{J}K={J}"'K

B appliqué sur 4 nous permet de sélectionner les n premiers éléments de A4 :

-1 -2
AB = Mx(xX,c v—1y41 - X)L T} K = Ixpy yogys1 - X, { T }" 2K
= Xyx W4 1)41 - AV (Xpx N1 YXnsp oo XK = Xyx (v-1)41 - Xnxn

Ainsi G, ;Ne; = Av(0X,x N-1)+1 - Xnxn)-

Définition 3. Soient T, F., Tp, T; les opérateurs de positionnement sur
respectivement : un mot, un caractére, une composante élémentaire et une
partie information, tels que :

§.Ne,» V¥ , SVE->V: | S.CVE-V: |, G3BV: > Vi
On a : N, C, BeJ ensemble des entiers naturels. V¥ ¢ V' ensemble des
vecteurs si N, C, B #0; on a V¥ e V* ensemble de vecteurs pointés .(un
vecteur pointé posséde des composantes comme un vecteur, mais I'une d’elles

est repérée ou pointée. Exemple : x,x, ... x,Ax(xx, ., ... X,) est un vecteur
pointé avec la composante x, ,, pontée).

Proposition 3. La sémantique de I'opérateur de positionnement sur un
vecteur ou un vecteur pointé peut étre représentée par un combina-
teur © 1-paramétré exprimable dans le systéme formel du Lambda K-calculus :

T, = Aty My (L (x(Puy ) )W ((Kuey )T ).
On a les équivalences :
=9, , =7 , n,=9, , n, =7
La démonstration de cette proposition ne pose aucune difficulté.

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle
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Définition 4. Soient R,,, R,, R,, R, Ry les opérateurs d’affectation, res-
pectivement d’un mot, d’un reliquat, d’une p.i.,, d’'un caractére, d’une c.e.
Ces opérateurs agissent sur le résultat d’un positionnement. Ils effectuent
une élimination (remise & zéro) suivie d’une insertion.

Ces opérateurs envoient I’ensemble des vecteurs pointés V* et des
vecteurs V sur ’ensemble des vecteurs V.

Proposition 3. La sémantique de I'opérateur d’affectation sur un vecteur
pointé peut €tre représenté par un combinateur A l-paramétré exprimable
dans le systéme formel du Lambda X calculus.

Ay = Muy My (Mo(vx W ((Ku, )8) (Pr)W ((Kuy ) (I, 7)) (K J)))
J, = Axyz((xy)z) extension de J a 3 variables
K, = Axy(Az(xy)) extension de K a 3 variables.

On a les équivalences :
Rp=4, , R =4 , R, =4,

P n—r

Démonstration pour £, par exemple :
A VIV, -V,

13

Vi, V; € V vecteurs
- V¥ e V* vecteurs pointés.
&,V1V; = Mo(omW ((KVT)E)(Pr)W (KVF)(J,J)) (KT )T))
= ho(VF { &}V { (J,J) " (K.

V¥ est de la forme : x;x, ... xAp(x; 11y ... X,).

V¥ { &}" provoque I’élimination des » premiéres composantes de V¥ a
partir de I’élément pointé.

V; est de la forme : Ay(yx] ... x;)

V; { (J;J) }"~* permet d’obtenir la chaine : (Jx})(Jx3) ... Az((Jx,_,)zx}).

On peut ainsi insérer dans le vecteur pointé V¥ les composantes de V;;
on obtient finalement un vecteur V; tel que :

—_ ’ ’
Vi = Ao(vxy o Xpu (vo1)=1X1X2 oo XX vy 41 -+ Xp)

Définition 5. On peut représenter [l'opérateur d’adressage D dans une
mémoire 4 bande par le combinateur d’extraction §,, dans lequel / est le
nombre de composantes de cette mémoire.

G,, envoie ’ensemble 3 x A sur ’ensemble E. (J ensemble des entiers,
JG ensemble des mémoires, E ensemble des cellules.)

n° décembre 1974, R-3.



26 R. CASTANET

V. EXPRESSION DE LA SEMANTIQUE
DES OPERATEURS D’UN LANGAGE DE LISTE

V.1. Opérateurs € A (accés sur E)
Pour définir précisément ces opérateurs, il est indispensable de se donner
un type de liste et sa représentation.
On s’intéressera a une liste symétrique du type de celles du LISP [9].
On se limitera a I’étude de quelques opérateurs d’accés. Soit la structure de

liste suivante :
a
b L—-——-

c d

telle que b, ¢, d sont les trois successeurs directs de a.
Sur cette structure on définit, a 1’aide des primitives a, p, ¢, — (para-
graphe I) et du pointeur de niveau = les opérateurs suivants :
DESCG (descente & gauche :a—»b)=c-p'-a-c'n
DROITE (aller a droite : b > c,c >d)=c-p*-a-c'n
GAUCHE (aller a gauche) : (d—>c,c=»b)=c-p*'a-c'x
DESCD  (descente 4 droite : a > d)= {c-p*-a-c}"c-p'ra-c-m
HAUT  (prédécesseur : d—>a,cs>a,b—sa)=c-p*-a-{c-p*-ac}’ 'n
Ces différents opérateurs indiquent qu’un élément de liste e; contient
au moins quatre sous-¢léments avec le second contenant une information
pour DESCG (présence de p'), le troisiéme une information pour DROITE

(présence de p?), le quatriéme une information pour GAUCHE ou HAUT
(présence de p?).

Sémantiquement, on peut définir deux classes d’opérateurs :
mouvement simple :  { DESCG, GAUCHE, DROITE }
mouvement multiple : { HAUT, DESCD }.

Expression des opérateurs de mouvement simple :

Proposition 4. La sémantique des opérateurs de mouvement peut s’ex-
primer sous la forme d’un couple de combinateurs (M*, M?) 1-paramétré par u
affectant le pointeur de liste & tels que :

M, =RV, 51 et M?=Ryifp4

p
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avec : Vi« #inV,
Vp — MuDAR
i - B2RY,
et : n— (M, M?*)-n

On rappelle que les combinateurs élémentaires présents dans le

couple (M}, M?) signifient :
¥ : positionnement sur une composante élémentaire
¥, : positionnement sur une partie information

p . affectation d’une composante élémentaire

: affectation d’une partie information

: contenu d’une partie information

: contenu d’un mot

: contenu d’une composante €¢lémentaire

: contenu d’un reliquat

: combinateur d’adressage.

D D

SER TN

Le combinateur M. permet d’extraire la partie information du ui¢éme mot
de la cellule pointée par n et d’affecter la p.i. de m avec cette information.
Cette opération ne s’effectue que si la 2e c.e. du ui¢me reliquat de ¢; contient
Ax(x0); sinon cette c.e. contient le combinateur Ax(xK) et 7 reste inchangé
(il n’est pas possible d’effectuer le mouvement simple demandé : par exemple
pour DESCG, I’élément pointé par & n’a pas de successeur).

Le combinateur M? permet de stocker le résultat de 'opération exprimé
sous forme : { Ax(x0), Ax(xK) } dans la 4e c.e. du reliquat de m.
Démonstration de la proposition 4 pour I'opération DESCG
Dans ce cas : u = 2.
V, « M2DAR , V,:2°mot de la cellule pointée par ©
i « B2RY, , [ :2°c.e. dureliquatde V,
1) Si i=2Ax(x0) ona: V,« #inl,
ou V,— A0V, ou: V,«— AV, , V,:pideV,
§;1m permet le positionnement sur la p.i. de m et R,V F;1n affecte p.i. de &
avec V.
2) Sii= Ax(xK) on a : V, « AKnV, cC’est-a-dire V|, « An. Cela revient
a affecter la p.i. de © avec p.i. de m, donc & ne pas modifier m.
Le combinateur M? du couple est tel que : T « M?n, © « R iF 4n.

$4n positionnement sur la 4° c.e. du reliquat de &t
R idg4n remplacement par i de cette c.e.

n°® décembre 1974, R-3.



28 R. CASTANET

Expression des opérateurs de mouvement multiple

Pour ce type d’opérations, il faut introduire une récursivité afin de répéter
autant de fois qu’il est nécessaire ’opération de mouvement simple associée.

Par exemple, dans la structure suivante :

|

Iopération HAUT a partir de d est équivalente a deux opérations GAUCHE,
suivies d’une montée directe.

a

b <
c d e

De méme, pour cet exemple, I'opération DESCD (descente a droite)
équivaut a DESCG suivie de trois opérations DROITE.

La répétition des mouvements est obtenue par la présence d’'un combina-
teur dans la cellule pointée & chaque mouvement élémentaire suivant le méme
procédé que pour ’adressage indirect dans la technologie des ordinateurs
(cet adressage se présente généralement sous la forme d’un astérisque. Dans
I’exemple pris, on aura € - b (contenu de ) = * g, €-¢c = « b, e-d = * ¢,
€ - e = * d. Ainsi, a partir de e, on accédera a I’élément a par 3 indirections).

Expression de I'opérateur HAUT

Soit p 'opérateur prédécesseur et S’ I'opérateur donnant le iéme succes-
seur. On suppose que ’on a c.e.? (reliquat (mot 4)) e, égale a :

Ax(x0) si ple) =
Ax(xK) si e} (e; courant) = S'(e;)
Ax(xR) si e* = Sie;) i>1
avec : R = B4RrMA4DA et r = hr (rIr,).
D’autre part, comme pour les autres opérateurs, on supposera que c.e>.
(reliquat (mot 2)) ef est égale a :
Ax(x0) si ple*) # D
Ax(xK) si ple;) = (téte de liste).

Proposition 5. La sémantique de 'opérateur HAUT s’exprime par un
couple de combinateur (H!, H?) sur = tels que :

Hyn« R AIV,nS1n V, <« M4DAT
H, :m « RpB5SRV,Fg4n

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



SEMANTIQUE FORMELLE DES OPERATEURS D’UN LANGAGE DE LISTE 29

Démonstration :
— sii = Ax(x0) R AJV,nF1n = R A0V, T, 1
= R, AnS 1 . © inchangé.
— sii = Ax(xK) R AAx(xK)V,nF1n
= R, AKV,nS,In
= R AVS,1n:pi. (V) - p.i. (n)
— sii = Ax(xR) R, AAX(XR)V,nF;1n
= R ARV, 7T In
= R, ABSRrMADAV, T 11
= R ABSRrV, 1T I
= R ABSR VIV nT In
—

La partie en accolade permet d’atteindre une nouvelle composante i’
= R ATV nF;1n
Cette forme est équivalente a la forme primitive de I’opérateur HAUT i
et V, ont été remplacés par i’ et V',.

Pour continuer le processus itératif, il faut examiner la valeur de i’. La
derniére itération se fera lorsqu’on arrivera en début de niveau, c’est-a-dire
lorsque i ) = Ax(xK).

Une condition nécessaire pour que l’opérateur HAUT soit applicable
quel que soit e; est que R ne contienne aucune variable liée telle que & ou une
variable dépendant d’un e;,. La forme présentée satisfait cette condition.

Expression de I'opérateur DESCD (descente a droite)
Soit s ’opérateur donnant les successeurs de e;.
Si card (s(e;)) = n DESCD = DESCG { DROITE }"

Soit S’(e;) le iéme successeur de e;, on suppose que 'on a pour S*(e;) et pour
Si(e;) avec i # 1, c.e. (reliquat (mot*)) égal a :

— Ax(x0)si S'(e;) = & (vide) ou DROITE (e*) = J (e* étant I’élément e;
courant dans I'itération).

— Ax(xR')si S*(e;) # & et DROITE (e}) # &
R’ = B3RrM3DAK avec K’ = Axy(x).
D’autre part,on a :
c.e*. (reliquat (mot?))e; égale a :
— Ax(x0) si se;) # S
— Ax(xK) sinon.
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Ainsi, au premier pas de P’itération, on peut connaitre le résultat de
I'opérateur, si s(e;) # &, résultat <= Ax(x0), sinon résultat = Ax(xK).

Proposition 6. La sémantique de 'opérateur DESCG s’exprime par un
couple de combinateurs sur n(D,, D,) tels que :

D, : n « R, AIIV,nT;1n avec | V, « M:2DAR
i « B2RYV,
D, :m« R BARV,T 4n.

Démonstration :
Casn® 1 : s(e;) = 0 =i = Ax(x0)
R, ANX(x0)[ V7T 1n
= R, A0V;nF ;11
=R, An;In : p.i. (t) - p.i. () , =inchangé.

Casn®2 :ls(e;)| = 1 i = Ax(xR’)
R AR Vo1 1n = R ABIRrMIDAK V1T 1m
= R ABIRrM3DAV,V,T 1n
(S
Vs
= R ABIRVIVL Y, In
\_v_._.l

* 1

1
Card (s(e;)) = 1 i’ = Ax(x0)
R, AR VynG 1n = R AV V,T1n = R AV, 1n
Ainsi s(e;) - p.i. (n).
Cas n° 3 : Card (s(e;)) > 1
i’ =1i= Ax(xR')
On reprend le calcul au niveau du cas 2 :
R AR'V,nS In = R ARV, V,T,1n
= R ABIRIM3IDAV VT ;10
\‘ﬂ__l
v
= R ABIRVLIVL V3T 1n
\_.v_.J

> "

i

Si i” = Ax(x0) on exécute le cas 2, sinon on exécute de nouveau le cas 3.
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VI.2. Opérateurs € M (modificateurs sur E.)

On se limitera a des opérateurs de retrait et d’ajout agissant sur des
¢léments e; extrémités de liste.

Opérateur de retrait

On trouvera deux cas de figures @—0O__ et g— — = ¢éléments
-~ -

T — -

a retirer. Dans un but de simplification, on suppose que la réserve de cellules
libres est infinie ou suffisante pour une suite d’opérations quelconques pour
éviter le « repéchage » des cellules (garbage collector).

Proposition 7. La sémantique de l'opérateur de retrait RET dans une
liste bidirectionnelle peut s’exprimer par un doublet de combinateurs (RET 1,
RET 2) avec RET 1 sur n et RET 2 sur DAn tels que :

RET1:m « R,V m avec | V, « AilnV,
K_ — MA4DAR
i « B5RY,
RET 2 : DAR « RpK,§p27,,i'DAn avec | i' « B2RV,123
K, = Ax(xK)

Démonstration :

n« RET 1. © ¥, est la p.i. (mot*)e; donc l'adresse de la cellule e, ,
DAn «— RET 2. DAn RET 2 affecte c.e?. (reliquat (mot'))e;
a Ax(x0) si GAUCHE (e;,) # &
a Ax(xK) sinon.

B2RV, sélectionne c.e?. (reliquat (¥} )).

1) i’ = Ax(xK)I23
= K23
=2
2) i’ = Ax(x0)123
023
3

o

Opérateur d’ajout
A ce niveau, il est indispensable d’introduire I’ensemble « réserve » composé
de cellules disponibles liées. Soit ¥ le pointeur sur la téte de la réserve.

On observera les deux cas possibles : (les liaisons 1 donnant la situation
avant Popération d’ajout et les liaisons 2 aprés cette opération).
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Casn® 1 :

Casn® 2 :

Proposition 8. La sémantique de l'opérateur d’ajout s’exprime par un
quadruplet de combinateurs 1-paramétré («) aj = (aj,, @j,, @Js, aj5). Ce qua-
druplet est ordonné : ’

aj, > aj, > aj; > aj,.
Les quatre éléments intervenant dans cette opération d’ajout sont :

e(DAn) , e, (DAY) , T , ¥

sur lesquels agissent respectivement : aj,, aj,, ajs, aj,.

@jy = Rp0,3525,2R VT S, u

@jy = RyK,5329,2R50 5515, 4R AnS 5 .4
aj; = R, AT,

Gy = R ANM2DAYT,

avec : , = Ax(x0)
i" « PRV, 125
V; « M3DAR

Seul le combinateur aj, est1-paramétré.
Pour lecasn® 1, u = 2, pour le cas n°2, u = 3.
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Démonstration :

aj, . 1. Mise en place dans e; de I'adresse du successeur e, ;.

2. Indication que s(e;) # @ ou DROITE (¢;) # &.

R, Ay §.9,2DAR
———
1.2. 1.1,

1.1. Positionnement sur p.i’. de I’élément dont ’adresse est dans ,
c’est-a-dire e;.

1.2. Sélection de p.i. (V)
1.1. et 1.2. : Affectation de p.i%. (e;) par p.i. ().

2: Rp0,5527,3DAR
\_v_l\ﬁ—l
2.2 2.1.

2.1. Positionnement sur la c.e®. (reliquat (mot?)) e;

2.2. Affectation de cette c.e. par O, = Ax(x0).

aj, : 1. Miseen place dans e, , de I’adresse de p(e;) ou de GAUCHE (e;).
2. Indication que s(e;) # & ou GAUCHE (¢;) # @.
3. Indication que s(e;, ;) = &.
Expression de I'action 1 : R AnT,5,4DAY
Expression de I'action 2 : RpO i 'S, 4DAY
T ,.4DAV positionne sur mot* (e;, ;)
i" « B2RV,I25
Vi « M3DAnr : V3 mot? (e;).
B2R YV, : extraction de c.e?. (reliquat (V5)).
Deux cas sont possibles :

— Composante : Ax(x0) positionné par aj,
cela implique : aj, > aj,.

— Composante : Ax(xK) (DROITE (¢;) = &)
cas 1 : Ax(xK)125 =2
cas 2 : Ax(x0)125 = 5.

Cette sélection permet de se positionner sur la c.e. correspondante.
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aj; : pi. () < pi. (V)
T « fﬂp.k\j/:’i‘in

aj, : p.i. () < adresse de sle;,,)
¥« R AM2DAYS
2 1

1 : positionnement sur p.i. de
2 : extraction dans e;,, de I'adresse de e;, ,.

Dans le méme esprit, il est possible d’exprimer d’autres opérateurs d’ajout
et de retrait. plus complexes (cas d’éléments qui ne sont pas des queues de
listes).
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ANNEXE 1

PRESENTATION DU LAMBDA-K-CALCULUS

1. Morphologie

— Les éléments de base sont les variables. Soit ¥ le jeu de toutes les
variables. Les autres symboles sont : A, (,). Ces symboles primitifs per-
mettent de former d’autres symboles par concaténation.

— Les instructions ou mots bien formés du systéme formel seront appelés
lambda expressions.

Les régles qui permettent de définir une A expression sont les suivantes :

— Une variable est une A expression.

— Si M est une A expression et x est une variable, AxM est une A expres-
sion.

— Si A4 et B sont des A expressions (4B) est une A expression ou A est la
partie opérateur et B la partie opérande.
On définit trois classes de variables :

— Classe des variables de liaison qui suivent le caractére A.

— Classe des variables liées, x est lié dans X si et seulement si x est
I’argument li¢ dans X ou une composante de X.

— Classe des variables libres, x est libre dans X si x n’apparait pas comme
liée dans X.

REMARQUE : La morphologie du A-K-Calculus accepte comme bien formée
des expressions de la forme : AxM ou x n’apparait pas dans M.

2. Théorie propre du Lambda-K-Calculus

On se fixe deux régles qui permettent de déduire d’axiomes des théorémes
qui seront des A expressions bien formées.
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— Régle de substitution ou de réduction

Les expressions du type (4B) spécifient I'application de l'opérateur A
sur ’opérande B.

Si A4 est de la forme AxM cette application est la substitution de toutes
les occurrences de la variable libre x dans M par 'opérande B.

— Reégle de réappélation

Si M est une A expression et si x est une variable liée dans M, on peut
lui substituer la variable y si M ne contient pas d’occurrences libres de x
et si y n’apparait pas dans M.
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